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нав 要 
本 书 较为 全 面 、 系 统 地 介绍 了 与 工程 技术 联系 密切 的 矩阵 理论 及 其 应 
用 . 全书 共 分 为 五 章 , 分 别 介绍 了 线性 空间 与 线性 变换 -矩阵 与 Jordan 标准 
形 、 矩 阵 分 析 及 矩阵 函数 ,矩阵 微分 方程 .广义 道 矩 阵 等 内 容 .各 章 后 面 配 有 
一 定数 量 的 习题 ,并 在 书 末 附 有 习题 答案 或 提示 . 
本 书 可 作为 工科 院 校 研究 生 和 高 年 级 本 科 生 的 教材 ,也 可 作为 有 关 专 业 
的 教师 及 工程 技术 人 员 的 参考 书 . 
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作为 数学 的 一 个 重要 分 支 ,矩阵 理论 有 着 悠久 的 发 展 历史 和 
极其 丰富 的 内 容 . 作为 一 种 基本 的 数学 工具 ,矩阵 理论 在 数学 学 科 
与 其 他 科学 技术 领域 ,诸如 数值 分 析 、 优 化 理论 、 微 分 方程 .概率 统 
计 、 运 筹 学 ,控制 论 . 系 统 工程 等 学 科 都 有 广泛 的 应 用 ,甚至 在 经 济 
管理 .社会 科学 等 方面 ,矩阵 的 理论 和 方法 也 起 着 十 分 重要 的 作 
用 . 现代 科学 技术 的 发 展 ,特别 是 电子 计算 机 及 计算 技术 的 发 展 ， 
为 矩阵 理论 的 应 用 开辟 了 更 广阔 的 前 景 . 因而 ,学 习 和 掌握 矩阵 的 
基本 理论 和 方法 ,对 于 将 来 从 事 工 程 技术 工作 的 工科 研究 生来 说 
已 是 必 不 可 少 的 . 因此 ,我 们 根据 国家 教委 制定 的 工科 研究 生 学 习 
《和 抢 阵 论 ? 课 程 的 基本 要 求 编写 了 这 本 教材 . 

本 书 较 全 面 . 系 统 地 介绍 了 与 工程 技术 联系 密切 ,应 用 广泛 的 
和 矩阵 理论 与 方法 .编写 过 程 中 力求 做 到 深入 浅 出 ,简明 易 懂 、 深 度 
与 广度 适中 . 因而 ,本 书 较为 实用 , 既 便于 教 又 便于 学 . 

本 书 第 一 章 内 容 在 《线性 代数 ) 课 程 中 已 讲授 过 ,这 里 只 作为 
在 复习 基础 上 的 补充 和 提高 ,重点 介绍 线性 空间 、 内 积 空间 、 和 矩阵 
特征 值 与 特征 向 量 的 求法 . 第 二 章 主要 介绍 矩阵 的 概念 与 Jor- 
dan 标准 形 的 求法 ,为 进一步 学 习 第 三 章 和 第 四 章 作 好 准备 . 第 三 
章 介绍 矩阵 序列 的 极限 、 和 矩阵 的 微分 与 积分 、 向 基 和 和 矩阵 的 范 数 ， 
以 及 矩阵 函数 . 第 四 章 介绍 线性 定常 系统 及 线性 时 变 系统 状态 矩 
阵 微分 方程 的 解法 . 最 后 一 章 介 绍 广 义 逆 矩 阵 A 和 A ЖЖ. 
性 质 及 求法 ,并 分 别 给 出 了 它们 在 解 相 容 方程 组 及 不 相 容 方程 组 
中 的 应 用 . 本 书 按 章 配 有 一 定数 量 的 习题 , 书 末 附 有 习题 答案 或 提 
示 , 以 供 读者 练习 之 用 . 

本 书 曾 作为 讲义 在 合肥 工业 大 学 和 安徽 工学 院 多 届 研 究 生 中 
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试用 过 ,在 广泛 征求 听课 学 员 和 有 关 专 家 意见 的 基础 上 ,经 过 多 次 
修改 ,并 由 黄 有 度 、 狄 成 恩 、 朱 士 信 三 位 老师 执笔 编写 而 成 . 参与 本 
书 编写 和 修订 工作 的 还 有 合肥 工业 大 学 宁 日 晖 、 苏 家 铎 和 安徽 工 
学 院 赵 宗 杰 三 位 教授 . 合肥 工业 大 学 数学 力学 系 主任 《工科 数学 》 
杂志 副 主 编 苏 化 明 在 百 忙 之 中 仔细 审阅 了 全 部 书稿 ,并 为 编著 者 
提出 了 不 少 有 益 的 建议 . 合肥 工业 大 学 校 领导 、 研 究 生 部 领导 与 数 
学 力学 系 领导 对 本 书 的 编写 与 出 版 给 予 了 大 力 支持 和 热情 帮助 ， 
Ж Ж fE Ju 38 ЖООИ. 

本 书 可 作为 工科 院 校 研究 生 和 高 年 级 本 科 生 的 教材 ,也 可 作 
为 有 关 专 业 的 教师 及 工程 技术 人 员 的 参考 书 . 

限于 编者 水 平 , 书 中 如 有 不 妥 乃 至 廖 误 之 处 , 祈 望 国内 同行 与 
读者 批评 指正 . 


编著 者 


1994 年 12 月 
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第 一 章 ”线性 空间 与 线性 变换 


$1.1 线性 空间 


线性 空间 是 线性 代数 的 基本 概念 之 一 ,在 大 学 (工程 数学 ?中 
已 经 学 过 ,这 里 对 其 加 以 复习 和 提高 . 


1 线性 空间 的 定义 


定义 1 设 V 是 非 空 集合 ,P 为 数 域 ,在 V 中 定义 了 一 种 代数 
运算 ,叫做 加 法 ,就 是 说 ,给 定 了 一 个 法 则 ,对 于 V 中 任意 两 个 元 
Жаб В.Е 中 都 有 唯一 的 一 个 元 素 7 与 它们 对 应 , 称 为 4 与 B 
的 和 , 记 成 7=a 十 8. EROR 了 与 集合 V 的 元 素 之 间 还 定义 了 一 
种 运算 ,叫做 数 乘 ,就 是 说 ,对 于 卫 中 任 一 数 与 V 中 任 一 元 素 a， 
在 V 中 都 有 唯一 的 元 素 9 与 它们 对 应 , 称 为 & 与 “的 数 乘 , 记 成 9 
= да. 如 果 加 法 与 数 乘 满足 下 述 规则 , 则 称 V 为 数 域 P 上 的 线性 
空间 (有 时 也 称 为 在 P 上 的 向 量 空间 )， 

加 法 满足 下 列 四 条 规则 : 

(1) а+8=8+а; 

(2) (at+B)+7Y=at+ (B+Y); 

(3) EV 中 有 一 个 元 素 0, 使 对 V 中 任 一 元 素 a 都 有 

а+0=а, 

具有 这 个 性 质 的 元 素 0 称 为 Y 的 零 元 素 ; 

(4) 对 于 V 中 每 一 个 元 素 a, 都 有 V 中 元 素 8, 使 得 "十 8=0， 
6 称 为 a 的 负 元 素 , 记 为 一 a. 

数 乘 满足 下 列 四 条 规则 : 


(5) la=a; 

(6) kl(la)= (kl)a; 

(7) (k+Da=katla; 

(8) kla+p)=ka+kß, 

其 中 ,k,l 为 P 中 任何 数 ,a,B,7 ЖУ 中 任意 元 素 . 

由 定义 知 ,几何 空间 全 部 向 量 组 成 的 集合 是 一 个 实数 域 上 的 
线性 空间 ;分 量 属于 数 域 P 的 全 体 元 数组 (xz,x，,… ,zx,)" 构成 
数 域 P 上 的 一 个 线性 空间 ,这 个 线性 空间 我 们 常用 Р" 来 表示 . 

设 х=(ту,л,',х)ЄГР",у= (yis yes YD EP EDP, 则 
有 

aty (z Hy TH yy) 
ва (kr ra ) 

当 为 复数 域 C 时 ,上 述 线 性 空间 称 为 ”元 复 向 量 空间 , 记 
成 C"; 当 P 为 实数 域 R 时 ,上 述 线性 空间 称 为 元 实 向 量 空间 , 记 
R К". А 
例 1 复数 域 C 上 次 数 不 超 过 的 一 元 多 项 式 全 体 C,[z], 按 
通常 多 项 式 加 法 和 数 与 多 项 式 乘法 ,构成 一 个 复数 域 C 上 的 线性 
空间 . 

例 2 元 素 属于 复数 域 C тхл ре. Н B WJ tE fl kE 
阵 与 数 的 数 乘 ,构成 复数 域 C 上 的 线性 空间 ,用 С". 

例 3 全 体 实 函 数 , 按 函 数 的 加 法 和 数 与 函数 的 数量 乘法 , 构 
成 一 个 实数 域 R 上 的 线性 空间 . 

例 4 给 定 AEC”*", 记 

К(А)={у|у=Ат.хЄС"}, 

МА) = (х|Атх=0.2ЄС"}, 
按 C" 中 的 加 法 和 数 乘 运算 , 则 ROH N(4) 都 是 复数 域 C 上 的 
线性 空间 . 

证 #у,»,ЄК(А),ШР{Е ror EC AE у= А.у 
Ax: X. С" 为 线性 空间 , 故 2 z, € С", [К Al r) ERA). 
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X А(2 tar) = Ах Ал = yi +y Ё у Бу ERCA). В, 4 k 
ЄСЕЖ ky ERCA). H + С" 为 线性 空间 ,容易 验证 КСА) фу 
法 和 数 乘 满足 8 条 规则 (这 8 条 规则 ,有 时 称 为 线性 空间 8 条 公 
理 ), 故 R(4) 为 C 上 的 线性 的 空间 . 

对 于 NN(A), 也 可 类 似 证 明 . 设 zx),z;EN(4), 即 Azri =0, Ax: 
二 0, 因 此 A(z 十 ZX;)= 二 4x 十 Ars 二 0, 故 十 TEN(A); 设 kEC， 
4(kz) 一 人 4zi 一 0, 故 kriEN(C4). 同 样 ,可 验证 N(4) 中 的 加 法 
和 数 乘 满 足 8 条 规则 , 故 N(A) 为 C 上 的 线性 空间 . 

例 5 仅 由 C 上 线性 空间 Y 中 的 零 元 素 0 构成 的 单元 素 集 合 

二 {010EV}, 按 V 中 的 运算 定义 运算 , 则 0 是 C киш 
人 称 为 零 空 间 . 

事实 上 ,对 于 0 中 的 元 素 0, 以 及 C 中 的 4, 显 然 有 0 十 0 一 0， 
#0=0Є 0, 并 容易 验证 它 满足 8 条 公理 . 因此 它 是 C 上 的 线性 
空间 ， 

Ж 当 2 关 0 时 ， 相 容 的 线性 非 齐 次 方程 组 4z 一 4 的 解 的 全 
@5={х|Ах=5Ь,хЄС"}.{# С" 中 的 运算 ,就 不 是 线性 空间 . 用 反 
证 法 , 若 S 是 线性 空间 ,那么 由 zi'zzES 应 有 zi 二 rzES, 但 4(Cz 
二 zao)=4zi 十 hz 一 2 天 六, 故居 十 zs:ES, 所 以 S 不 是 线性 空间 ， 

例 6 nn 阶 线 性 齐 次 微分 方程 

L[zx]= 和 + =: 十 … 十 anz 一 0 
的 解 的 全 体 S$={z(b1Z[z]=0}, 以 普通 函数 的 加 法 、 数 乘 为 运 
算 , 构 成 C 上 的 线性 空间 . 

2. 基 、 维 与 坐标 

定义 2 设 线性 空间 Y 中 ,有 nn 个 元 素 азаа, 满足 

(1) wa va 线性 无 关 ; 

(2) V 中 任 一 元 素 a Š F| EI аа, e, a, 线性 表示 ; 
W aas ,a, 称 为 线性 空间 VY 的 一 个 基 ,” 称 为 线性 空间 V 的 维 
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数 , 记 为 dim(V)=n. 

维 数 为 n 的 线性 空间 称 为 n 维 线性 空间 , 记 为 V，. 

若 asa, ,a 为 V, 的 一 个 基 , 则 对 任意 元 素 EV RFE 
一 组 有 序数 zz ,zx, ,使 得 

a= ra +x,a,+- +: + zx,a,. 

容易 证 明 , 这 组 数 是 唯一 的 . 事实 上 , 若 有 另 一 组 数 yyz，…， 

yr， 使 得 
а = уа, 十 yzaz + + у,а,„, 

则 有 


(ху yia t (а ye) t H С, ун), =0, 
由 asaz за, 的 线性 无 关 性 知 
TS у, Z:= yrs х„=у,. 
反之 , 任 给 一 组 有 序数 组 ri ,x;,，… ,x,, 总 有 唯一 的 元 素 a 可 
由 а.а, ‚а, 线性 表示 为 
a 一 Tio 十 Zzaz 十 … 十 Zea ET 
从 而 可 知 , 若 w az,…',% У, 的 一 个 基 , 则 V, 中 元 素 的 全 
体 可 表示 为 
V,= (a= za аа Б х,а, (лух, € R). 
这 样 ,V 中 的 元 素 «与 有 序数 组 zre z, 之 间 构 成 一 一 
对 应 关系 . 因此 ,可 用 这 组 有 序数 表示 a. 
定义 3 іб а.а, а, 为 线性 空间 V, 的 一 个 基 , 对 于 任 一 元 
Ж асу, В ВН хоо, E1 
а= xa +xa,+ х,а, 
则 称 а, огоод, 为 元 素 а 在 基 а ас, ,a, 下 的 坐标 , 记 作 
а = (T1720 Z,). 
例 7 求 线性 空间 C,[z] 的 基 、 维 数 及 向 量 p 的 坐标 . 
解 ”在 线性 空间 C,[z] 中 , 它 的 一 个 基 为 
bi = l, bx = z, ра = T, +, рар = z", 


其 维 数 为 ”十 1. 任何 次 数 不 超 过 的 多 项 式 
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р =а,л" Нах" + Ба +ао 
可 表示 为 
рР=ару+ар+"*-+Ка„р„+у+ 
因此 ,p 在 这 个 基 下 的 坐标 为 ` 
P= (aosa st sany). 
如 果 在 C.Lz] 中 取 另 一 个 基 
р! =1, p! ета, +, pui = (z—a)", 
则 把 p 在 z=a 处 的 按 Taylor 公式 展开 后 ,有 
p=pla)+p' (a)(r—a)+ Ё асау. 


即 得 р 在 基 р ра о р ВВЕ О 
p= pap ба) bd Я 


n! 


证 明 留 给 读者 . 
例 8 {Ел 维 线性 空间 R 中 , 它 的 一 个 基 为 
6 一 (1,0,… ,0)， 


є„=(0.0,+.1). 
对 于 任 一 向 量 a= (а ага.) ЄК". 
& 一 Qiel 十 az6z 十 … 十 anEvy 
所 以 , Саз заза.) AI EEE a 在 基 se,…，'e 下 的 坐标 . 
可 以 证 明 
є'==(1.1,++.1), 
є,'=(0,1.+—.1), 


є„'=5(0,0.,-—+,1) 
Ш А" 中 的 一 个 基 . 在 基 6 ,es ，…,e, 下 ,对 任 一 向 量 a= (а, 
asa, ERK 


а= аё + (аз а) ++ (а„—а„-\)є„!. 
所 以 ,a 在 基 ei ,es'，…,e,' 下 的 坐标 为 
ac 一 (al,az 一 aa 一 avi). 


例 9 线性 空间 C”"* 的 一 个 基 为 


ЖИ 


Ej=|0 + 1 e | 


(=1.2,+еяу=1.2++әл). 


一 一 
J 
在 EP RB: TR j 列 的 元 素 是 1 外 ,其 余 元 素 都 是 0. 
对 于 任 一 mxXn 和 矩阵 


an ар ° аһ 


ап а» ° аһ 


am aa е аы 
都 可 表示 为 
М =а,Е+а„Е&++-++а„Е„+ацЁ + + ann Ew 
R р 
= Ў? Уа,Е,. 


EE dim (C) =m Xn, £ M= (ah)wxs 的 坐标 为 
M= (ац "арзад sans" vam "a... 

引进 了 线性 空间 V, В а, заг, са, 以 后 ,不 仅 把 V, 中 抽象 

的 向 量 a 与 具体 的 有 序数 组 向 量 
(хуү,т;›,'*әх,„) 

联系 起 来 了 ,而 且 还 把 V, 中 抽象 的 线性 运算 与 有 序数 组 向 量 的 线 
性 运算 联系 起 来 了 . 

Ў а.ВЄҮ,.АЄК, іп 


а= туа 十 Zazaz 十 … 十 Zuoav， 
B= уа ya, + T yan 
于 是 有 
ca 十 DB= (= tya t (z, +y, )a,j+- rn +H y,)e,, 
Ma 一 (Ari)a + (Ar, Ja, 4 + Arn), s 
Bl a+ був 
(airt yist r. Hyn) = (Titta) H yiya)» 
Ma 的 坐标 为 
СА Ао AT) Абау Te a) 
这 样 ,线性 空间 V, 与 其 对 应 的 坐标 空间 R 从 代数 结构 上 看 ， 
就 没有 本 质 上 的 区 别 了 . 
定义 4 设 V 与 V' 同 为 域 P 上 的 两 个 线性 空间 , 若 V 与 V* 
的 元 素 之 间 可 建立 一 一 对 应 关系 
£= yf. Gr€V,.,>€V°), 
且 当 
х=» ужу 
时 , 必 有 
tty ty, 
&х+—>Ёх' EP), 
则 称 在 域 上 的 线性 空间 V 与 EAN, RRA V 
与 V “之 间 的 同 构 对 应 . 
显然 ,任何 域 P 上 的 » 维 线性 空间 都 与 P" 同 构 . 因此 , 域 P 
上 维 数 相等 的 线性 空间 也 都 彼此 同 构 . 
3. 基 变 换 与 坐标 变换 
众所周知 ,在 线性 空间 V, 中 含 及 个 向 量 的 线性 无 关 组 不 是 
唯一 的 ,因此 它 的 基 是 可 供 选 择 的 . 同一 个 元 素 在 不 同 的 基 下 应 有 
不 同 的 坐标 ,那么 不 同 坐标 之 间 有 怎样 的 关系 呢 ? 下 面 来 讨论 这 个 
问题 . 


H asaza, 和 Pi,B,…,B, 是 线性 空间 中 的 两 个 不 同 的 
基 , 令 

В, = pua + paar + + рав, 

В, = ри + Риа, + с H ры, 


(1.1) 


В, = р.а + Ра + + + ра. 
JEn ЈС asa, за, 记 作 (aa ,va) ,利用 向 量 和 矩阵 
的 形式 ,将 (1. 1) 式 表示 为 
В, pu Pa =| Palla га 
ñ, [2а Pa с” Рао _ 


В.) Lo Pa = palla] 区 
或 
(Bis Beste .8,) = (а,,а,,++,а„)Р, (1.2) 
其 中 
(Pa Ре = “| 
p= 各 фе °" ~. 
Lp J рь) 
(1.1) 式 或 (1.2) 式 称 为 基 变换 公式 . 矩阵 P 称 为 基 wm ,qz ，…， 
а, 到 基 B,,B,,…,h, 的 过 渡 矩 阵 ， 
由 于 Bi,B,,…,B, 线性 无 关 , 故 过 渡 和 矩阵 P ЖЕРИ. 
定理 1 Ж ау, СЕ асат, 下 的 坐标 为 (zi， 
Lorton) TEŽE Bi,B,,…,B, 下 的 坐标 为 (x1' оо оед) 
个 基 满 足 关 系 式 (1. 2), 则 有 坐标 变换 公式 


А 


*\ | ү | =, 

КУЙ! Е зу 2; 
SSR] 或 让 (1.3) 
| | Й | | | 

а, } Бе; EA М 


z] у 
ү | 
Caraza nan) Sa= (BBB i | 
z, х! 
Е 
Е 


一 (alyaz a,)P 


由 于 asana, 线性 无 关 , 故 (1. 3) 式 成 立 . 
定理 1 的 道 命题 也 成 立 . 若 线性 空间 V, 中 任 一 元 素 的 两 种 坐 
标 满足 变换 公式 (1. 3), 则 两 个 基 满 足 基 变 换 公式 (1. 2). 
例 10 设 R' 空间 中 的 向 量 a 在 基 a,a,as,a, 下 的 表达 式 为 
a 一 om 一 2a: 十 3a: 十 as， 
K a Æ pi bepo b 下 的 坐标 ,这 里 
B. =a, +30, — 50; +70, 
ЙЁ„==а;-Е2а,—3а,, 
В==ау-+Е2а,, 
B=a,. 
解 从 基 ai ,aavosyat 到 基 0,.0,.8,.0, 的 过 渡 矩 阵 为 
[1 о 0 | 


3 1 00 
p= Я 

=5 2 10 

(7 —3 2 1 

由 此 可 得 
1 0 0 
sa-i ' 
P= 

Ё —2 1 0 
l-38 7 —2 1) 


F 是 ,由 (1. 3) 式 可 得 a EH 6,.8:.8,.8, 下 的 坐标 为 
x f 1 0 0 NIB (1 


д! wt Же 0 2, ЕЕГ 
|p 1 ol 2.1 51. 

r z| |11 ža 1 | 3 18 
х, zJ 0—38 7 —2 pli —57 


因而 ,a 在 基 0,8: .8..8, 下 的 表达 式 为 
а=8,—58;+ 188: —57Й\. 


$1.2 线性 子 空间 


1. 子 空间 


定义 1 设 中 是 线性 空间 ,S 为 V 中 的 一 个 非 空子 集 . 如果 5S 
对 于 V 中 所 定义 的 加 法 和 数 乘 两 种 运算 也 构成 一 个 线 竹 空间 , 则 
称 S 为 的 一 个 线性 子 空间 ,简称 子 空间 . 

定理 1 线性 空间 V 的 非 空子 集 $ 构成 子 空间 的 充分 必要 条 
件 是 ,S 对 V 中 的 线性 运算 具有 封闭 性 ， 

子 空间 既然 也 是 一 个 线性 空间 ,上 面 讲 到 的 基 、 维 数 . 坐 标 等 
概念 也 可 用 到 子 空间 中 . 由 于 子 空间 中 不 可 能 比 整个 线性 空间 V 
中 有 更 多 数目 的 线性 无 关 的 向 其 ,所 以 V 的 任意 一 个 子 空间 5 的 
维 数 不 可 能 超过 V 的 维 数 , 即 

dim(S)<dim(V). 

显然 ,线性 空间 V 是 它 自身 的 一 个 子 空间 . 

在 线性 空间 中 ,由 单个 零 向 量 构成 的 非 空子 集 是 一 个 线性 子 
空间 , 称 为 零 子 空间 , 记 作 0, 其 维 数 规定 为 0, 即 dim(0) 一 0. 

零 子 空间 和 线性 空间 f 自身 这 两 个 子 空 间 叫 做 V 的 平凡 子 
空间 ,而 V 中 其 它 线性 子 空间 叫做 非 平凡 子 空间 . 

例 1 Basana 是 线性 空间 V 中 的 一 组 向 量 ,Al ks， 
是 任意 一 组 数 ,它们 的 线性 组 合 
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baha, ee Ea, 
构成 的 集合 是 非 空 集 , 而 且 对 线性 运算 是 封闭 的 .因此 , 它 是 Y 的 
一 个 子 空间 S$ ,并 称 $ НА аа, a, 所 生成 的 子 空间 , 记 
作 
SS 一 Span{al saz, sa}. 
显然 , 若 аза, ‚+ ,a 线性 无 关 , 则 dim(S) =s. 
例 1 不 仅 给 出 了 构造 线性 子 空间 S 的 一 个 方法 ,而 且 在 有 限 
维 空间 中 , 任 一 子 空间 都 可 以 由 这 个 方法 得 到 . 
例 2 在 C,[x] 中 次 数 不 高 于 r 一 1 (rm) 的 多 项 式 的 全 体 构 
— r 维 子 空间 .显然 
1, 2 zt, =. z 
是 该 子 空间 的 一 个 基 , 子 空间 可 表示 为 
S=Span{] ,Xx sn ,7 1)}, 
例 3 在 R' 中 前 个 分 量 为 0 的 一 切 元 数组 
(0.+-,0,л.у,°эх„) (kn) 
的 全 体 构 成 一 个 一 k 维 子 空间 . 记 
el 一 (1,0.0,…,0,.0)， 
e= (0,1,0,+,0,0) 


є,=(0.0.0.+.0.1), 
则 上 述 子 空间 可 表示 为 
S=Span {€r s**t En}. 
例 4 齐 次 线性 方程 组 


an 十 airz 十 … 十 QT 一 0， 


алх tant 4 Hant, =, 


la, itaati t e +a,z,=0 
的 全 体 解 向 量 构成 一 个 子 空间 . 这 个 子 空 间 叫做 这 个 齐 次 线性 方 
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程 的 解 空间 . 解 空间 的 基 就 是 方程 组 的 基础 解 系 , 解 空间 的 维 数 为 
n 一 r, 其 中 + 是 方程 组 系数 矩阵 的 秩 . 


2. 子 空间 的 交 与 和 


定理 2 设 Vi,V; 都 是 线性 空间 V 的 子 空间 ,用 V NAV: 表示 
V, 与 V, 中 公共 元 素 的 集合 , 则 ViNV; 也 是 了 的 子 空间 , 称 为 子 
空间 V, 与 Y: 的 交 . 
证 由 于 0EV1,0EV,, 所 以 0EV1NVi, 从 而 V1NV; 是 非 
空 集 . 
若 a,BEVINV,, 则 a,BEV, Ha BEV НҒ V V 是 子 空 
间 , 故 
a 十 BEV， ka€EV', 
at+BEV,, ka€EV,, 
因此 
a+BEV NV 
kaE Vi NV: 
FELV ПУ, Æ V 的 子 空间 . 
15 V,.V, 分 别 表示 齐 次 线性 方程 组 
ai 十 Qizzz 十 … 十 ai 一 0， 


azizi 十 azzTz 十 十 aa 一 0， 
aitat + Hann = 


bazı алад, 0, 
batı вало =0, 


bantı бохь + bnt, =0 
的 解 空间 , 则 VNAV: 就 是 齐 次 方程 组 
12. 


(аха 十 aizzz 十 … 十 aivzs 一 0， 


аад, Hantit Баһх,=0, 


алх агг +a,zTr,=0, 
Фах бахо бх, =0, 


Фах баху 6,2,0, 


Фазлу Боло + 4-бых„==0 
的 解 空间 . 


定理 3 HVV: 是 线性 空间 V 的 子 空间 ,用 V +V, 表示 形 
如 a 十 az( 其 中 EV ,asEVs) 的 向 量 组 成 的 集合 . ДУ, +V, 也 


是 V 的 子 空间 , 称 为 V 55 V, 的 和 . 


证 TRV +V: 是 非 空子 集 . 若 as,B6Ew +V W ap 可 表 


示 为 А 
a=a, а; (a EV a EV), 
В=В,+8, (BEV REV), 
于 是 
«+В= (um+P)+ (ath.), 
Да = а, +ka,. 
由 于 У.И, 都 是 子 空间 ,所 以 
a+ =V, а,+Ё;=У,, 
ka ЄМ. kas€EV,, 
按照 V+ V, 的 定义 可 知 
a+B€V,+V., kaC V,+V,, 
HeVi HV: 是 子 空间 . 
在 线性 空间 Y 中 ,V, 和 V, 分 别 是 向 量 组 mo， 
B... „В, 生成 的 子 空间 ,它们 的 和 记 作 


VV =брап а aa 十 Span1p 8 


тэ, Ж Bis 


sB) 
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=$рап{а,,а, + a, 30,8; . 8.) - 
而 它们 的 交 记 为 
Vi NV: =Spanla,,a,. as 站 Span1p8 6 2) 
=$Ѕрап (7, ys s: y Kst), 
ЖР 74, 7. 是 Vi.V; 的 公共 元 素 ， 

例 6 设 w%=(1,2,1,0), 一 (一 1,1.1,1),8 一 (2, 一 1,0， 
1),8;,=(1,—1,3,7),Ж Vi=Span (а.а) 与 V; 二 Span{B1,B.} 的 
和 及 交 的 维 数 和 它们 的 基 . 

解 因为 和 

V +V, =Span {а,.а,}-Е$рап{8,#;} 
一 Span{aw .а,,8,,8:). 
HHE а, ,w pio Be 903. А а.а. 是 它 的 一 个 极 大 线性 无 
关 组 ,所 以 
dim(V ,十 V:) 王 3， 
ТЇ а, ,а:, 1 是 Vi 十 V， 的 一 个 基 , 即 
Vi +V:=Span (а, az,B). 
下 面 求 交 v ПУ, #}Ж.Й EV ПУ:. WA А, 
使 得 
a 一 Aiai 十 Aza: 一 站 8 十 lp. 
即 
kia, 4-0 = li Bi — lb: =0, 
由 此 得 到 关于 ,k;,4,l; 的 齐 次 线性 方程 组 
“k —k,—2l—1,=0, 
2k 十 入 十 4 十 2 一 0， 
|а+&—3һ=0, 
[®,—1,—71,=0, 
其 基础 解 系 为 (1 .一 4,3, 一 1)”. 即 
k=l, k=—4, һ=3, һ=—1. 
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又 因为 


а=а,—4а,=3Ё,—@,=(5,—2,—3,—4), 
故 
dim(w ЙИ) =1, 
而 a=(5, 一 2, 一 3, 一 4) 是 VNV, 的 一 个 基 , 即 
VNV,=Span{a}. 
关于 子 空间 的 下 列 定理 是 经 常用 到 的 : 
定理 4 两 个 向 量 组 aasa 及 8..8." 张 成 相同 子 
空间 的 充 要 条 件 是 这 两 个 向 量 组 等 价 , 即 这 两 个 向 量 组 可 相互 线 
性 表示 . 
证 VEH. Ф asa, ,a 及 Bi,B,,…,B, 张 成 相同 的 子 空 
间 , 即 
Span (а as." ,а,) =Span{Bi Bi, Bi} 
则 每 个 (i=1,2,…,s) 作 为 Span{B1,B,，…,B,} 中 的 向 量 , 都 可 以 
由 向 量 组 B,,B,,…,p, 线性 表示 ;同样 ,每 个 B(j 二 1,2,…,t) 作 为 
Span {а ,om…w} 中 的 向 量 , 都 可 由 向 量 组 w ,az,…',% 线性 表 
示 , 所 以 这 两 个 向 量 组 等 价 . 
充分 性 . 若 两 个 向 量 组 等 价 , 则 Span (а, ,w,…','%} 中 的 向 基 
Е азага, 的 线性 组 合 , 它 们 都 可 由 B, ,8:，……,p, 线性 表示 ; 
同 理 ,Span{p, ,8.,…,B} 中 的 每 个 向 量 也 都 可 由 asa... a, 线性 
表示 . 因此 ,它们 张 成 的 子 空间 相同 , 即 
Span (а, saz, ,a,)}=Span{Pi, DB 
定理 5 V,=Span{a a, ,а,) HJER dim (V1) 等 于 向 量 组 
asaz за, Е. 
证 设 向 量 组 ce,…'w, ВОВ ro Я ал,а„,+е, о, 
的 一 个 极 大 线性 无 关 组 , 则 araa 与 waz a, 等 价 . 因 
此 Span (а, заг," ,a.} 中 的 每 个 向 量 都 可 由 aaga, 线性 表 
示 , 根 据 定义 ,Span {a ,a;，… ,a,} 的 维 数 为 x. 
定理 6 设 V, 是 维 线性 空间 V, 的 一 个 r 维 子 空间 ,a ,a， 
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еса ЖУ, 的 一 个 基 , 则 这 组 向 量 可 以 扩充 为 整个 空间 的 基 , 也 就 
是 说 ,在 V, 中 可 以 找到 "一 ”个 向 量 , 使 得 
RE EE A Жада Эй 
Ж V, 的 一 个 基 . 
证 明 留 作 练 习 . 
关于 两 个 子 空间 交 与 和 的 维 数 , 有 下 面 的 定理 : 
定理 7( 维 数 公式 ) VV: 为 线性 空间 V 的 子 空间 , 则 
dim(V, +V,)=dim(Vi) +dim(V,) —dim(V, ПУ). 
证 IVi Ve Vi ПУ, 的 维 数 依次 为 mar 取 imVY: 的 一 
个 基 为 
al Qy, ，ar， 
由 定理 6 知 ,它们 可 以 扩充 为 V, 的 一 个 基 
в, azs +, a, Bis Bos es Bsr 
也 可 以 扩充 成 V: 的 一 个 基 
os 
下 面 证 明 向 其 组 
а, azs ts а, Bis Bas es Bars Yis Yes сб, Ne 
EV +V: 的 一 个 基 . 由 于 
У,=$рап{а,,а, „+ a, Êi s Ё, Br}, 
V =Span {а saz, sa, Vis Yes Ns 
所 以 
ИКИ =Ѕрап (а ars a, s Bi 8. o Bn ors Vi Vatt Yn, rde 
现在 只 须 证 明 
а, в, б, а, B. Ва. Ba, rs Yis Yrs “es Y,,-, 
线性 无 关 即 可 . iz 
hia, Ага + ha, +k B hk.B,+ +k, Be 
+++ H, 0, 


则 
а = а ++ Һа ВАВА Q B, 
= 1 
BERTA аЄУ, «У, t a € V, Пу, а пун ааг, "а, 
线性 表示 . 设 
а= ра, + рга;+ ++ pra,» 
则 
а= pia + ва, +++ pa, У У 0, Уеа 
即 
biat prate H pra, HV Hat H, 0, 
由 于 asar sar Yi Yar Yn -线性 无 关 , 故 
太一 户 一 … 一 加 一 站 一 和 一 … 一 0 一 0， 
从 而 a=0. 于 是 有 
haha Tha h BÑ 83А, -Pr -r= 0. 
再 由 asa: sa 1,8; „ҖЕ ЖЕ, (S 
hi=h л ka -一 0， 
FELA vai sags e sans Bi s Bost s В, ora Y 7 yy 线性 无 关 , 故 它 
们 是 V +V, 的 一 个 基 , 因 此 
dim(V, +V) =m +n r 
=dim(V,)+dim(V:)—dim (V, N V2). 
例 6 就 是 定理 7 的 具体 例子 . 
推论 ”如 果 ， 维 线性 空间 V. 的 两 个 子 空间 У.У, 的 维 数 之 
TIK T п, V. V. 必 含 有 非 零 的 公共 向 量 . 

证 由 假设 有 
dimCwmy)=dimCVD 十 dim(CV) 一 dimC БУ) 
2>n—dim(V,+V,)>0, 

最 后 一 个 不 等 式 成 立 是 由 于 V, +V, E V, 的 子 空间 ,因此 有 
dim(V, +V.) <dim(V,)=n. 


=k =< 
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VNAV: 为 非 零 子 空间 , 必 含 有 非 零 向 量 . 

下 面 介绍 子 空间 的 特殊 情况 一 一 子 空间 的 直 和 |. 

定义 2 У.У, 是 线性 空间 V 的 两 个 子 空间 , 若 其 和 Vi 十 
Va 中 每 个 向 量 «的 分 解 式 

а=а +a; (a EVi,a EV) 

是 唯一 的 , 则 和 V, +V, КУА 30.16 VOV. 

定理 8 V +V, Æ VOV: 的 充 要 条 件 是 

ViNV,= (0). 
证 必要 性 , 任 取 a€V1NV,, 则 零 向 量 0 可 表示 为 
0=a+(—a) (aEV a EV), 
因为 V +V, 是 直 和 ,所 以 a= —а=0. FEA 
ViNY:= {0}. 
充分 性 . WMR VHV: 中 某 个 向 量 a 有 两 种 表示 方法 B 
a=a, +a: =f, +b: (а, .В.ЄУ, зо, В.ЄУ,), 
则 必 有 
(a,— В,) + (a, — 8) =0. 
如 果 a, B, N 
а ,.= В. —а50, 
这 说 明 V, 和 V, 的 公共 元 素 w 一 B 5 8.—а 不 为 0, 这 与 了 imV: 
= (0) 8. 故 必 有 
«=, а= 8,, 

这 说 明了 a 的 分 解 式 是 唯一 的 ,从 而 Vi 十 V, Ж VOV. 

定理 9 V +V, 是 V GV, 的 充 要 条 件 是 

dim(V,+V.)=dim(V,) +dim(V,). 

证 由 维 数 公式 及 定理 8 即 得 . 

因此 , 若 V 十 V; 是 V,BV;, 在 Vi K V, 中 分 别 取 一 个 基 


Qis azs sa, 


Bis Bes ==, B, 
组 成 的 向 量 组 
а, azs v. а Bis эс”, Ba 
RE VOV: 的 一 个 基 . 
定理 10 设 V 是 V, 的 一 个 子 空间 , 则 一 定 存在 V, 的 另 一 
个 子 空间 V;, 使 得 V,=V1@V;. 
证 取 V 的 一 个 基 &,a,…,a, 把 它 扩 充 为 V, 的 一 个 基 
Qi йу "o° Ov бууу °°". б. 
S У,=$рап {a1 е ,а„} J V, 即 满足 要 求 . 
若 线 性 空间 V, 表示 成 直 和 
V.=V,@%V,,. 
则 称 У.У, 互补 , 即 V ЖУ» 的 补 空间 ,Y: ЖУ, 的 补 空间 ;并 称 
V,=V,@V, 为 直 和 分 解 , 即 所 谓 空间 分 解 . 
例 7 ХЕК Ф. V,=Span(e,,e,) ,V,=Span(e,,e;) W V, 
(V,=Span(e) (0) AM V, +V; RE VOV 
18 在 Ri 中 , 设 册 =Span{2ei 十 exyelj,V:=Span{e: 一 el， 
eite}. 车 设 aE V Пу, MFE kiskzsli ,1;E RR, 使 得 
ki Qei ео) е =h безе) Н Селе). 


由 此 可 得 
(2 +Ë —L)e +Ë e, = Цез + (li — l)e, = 0. 
注意 到 euvezvesvet 线性 无 关 , 则 有 
人 一 太一 0 一/ 一 0， 


即 a=0, 于 是 
Ү,ПҮ,={0}. 
БИЖ R' =V OV 
例 9 ER Ф 
一 (zz0 ,0))， 


一 {((0,…,0,zeri…wzo))， 


R'=V, V. 
直 和 分 解 还 可 推广 到 多 个 子 空间 ,例如 
R"=Span(e }©б$рап {es} PD*…PSpant{e,}, 

其 中 ej(i==1,2,…,n) 为 单位 坐标 向 量 . 

综 上 所 述 ,车 V1,V; 是 Y 的 子 空 间 , 则 以 下 均 是 Vi 十 V; 为 直 
和 的 等 价 条 件 : 

(1) УФУ, = (0:; 

(2) Vi 十 V; 中 任意 一 个 向 量 a 的 分 解 式 唯一 ; 

(3) 零 向 量 的 分 解 式 唯一 , 即 若 

ai 十 az 一 0 (a € V,.a, € V,), 
则 必 有 
а=а,=0; 
(4) V, 5 V, 的 基 合 在 一 起 构成 w, 的 基 ; 
(5) dim(V,) +dim(V,)=dim(V,+V.). 


S1.3 内 积 空间 


在 线性 空间 中 ,元 素 之 间 仅 限于 加 法 及 数 乘 两 种 线性 运算 . 但 
在 三 维 欧 氏 空间 中 ,也 就 是 在 向 量 代数 中 ,向 量 的 数量 积 是 一 个 重 
要 的 概念 , 它 是 引入 向 量 正 交 、 长 度 和 两 向 量 夹 角 等 概念 的 基础 ， 
为 了 使 这 些 应 用 较 广 的 概念 能 在 抽象 的 线性 空间 中 得 到 反映 ,我 
们 有 必要 将 这 些 概念 加 以 拓 广 ,建立 线性 空间 的 内 积 概念 ,由 此 形 
成 内 积 空间 . š 


1. 本 空间 与 欧 氏 空间 
定义 1 设 V 是 复数 域 C 上 的 向 量 空间 ,a,B,YEV;a,bEC. 


EV 中 定义 了 一 个 复 值 函数 (a,8) , 它 满 足下 列 条 件 ， 
(1) 对 称 性 :(a,8)=(B,a); 
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(2) 线性 性 ; (аа +-68.У) =а(а.У) +ЬСВ.7); 

(3) 正定 性 :(a,a) 之 0, 当 上 且 仅 当 a=0 时 (a,a)=0， 
这 时 称 函 数 (e,B) 为 向 量 与 8 的 内 积 , Vla,a) 为 向 量 a 的 范 数 
或 长 度 , 记 作 || a l| = Vla,a). 

我 们 称 上 述 定义 了 向 量 内 积 及 范 数 的 线性 空间 为 本 空间 (U- 
nitary Space). 

Жу 为 实数 域 R 上 的 线性 空间 ,ax,8,7YEVYia,2ER, 且 满足 
下 列 条 件 : 

(1) 对 称 性 : (а, 8) = (Bra); 

(2) 线性 性 : (aa 十 bB,7)= 二 a(a,7) 十 b(B,7); 

(3) 正定 性 :(a,a) 之 0, 当 且 仅 当 a=0 时 (a,a)=0， 
则 称 a,8 的 实 值 函数 (a,86) 为 a 与 8 的 内 积 ,a 的 范 数 定义 为 
lal = (а.а). 

定义 了 上 述 内 积 及 向 量 范 数 的 实 线性 空间 称 为 欧 几 里 得 空间 
(Euclide Space) ,简称 欧 氏 空间 . 今后 用 C" 表示 维 西 空间 ,R" R 
ж п 维 欧 氏 空 间 . 

几何 空间 中 矢量 的 数量 积 显然 具备 内 积 定义 中 所 列 的 性 质 ， 
因此 ,几何 空间 是 一 个 具体 的 欧 氏 空间 . 

例 1 EESE А" 中 ,对 向 量 

а= (asas san), B= (bi sbrt sbn) 

定义 内 积 为 


(а. В) аф, а а,Ь, 
显然 它 满足 定义 1 中 的 条 件 , 所 以 它 是 一 个 具体 的 欧 氏 空间 ,今后 
仍 用 R 表示 这 个 空间 . 

例 2 在 闭 区 间 [a,5j] 上 所 有 连续 函数 构成 的 线性 空间 
Cla bP, RRR f(x),g (zx) 定 义 内 积 为 
(f.z) = | reosgcoar， 
则 C[a,65] 为 欧 氏 空间 . 因为 对 任意 连续 函数 f(x),g (zx)€ 
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C[a,6b], 有 f(x)g(x)ECLa,b], 所 以 (f,g) 是 唯一 确定 的 实数 , 同 
时 满足 


(1) (fg) = [foed = | g(r)f(r)dzr = (g, f); 
(2) (f Hgh) = [zo + g(x) hr)dz 


Я v 
= | /(х)һ\х)4х + | gr)hlr)dr 
= (f.h) + (g,h); ii 


m 
(3) (kf,g) = | [kf (zx)Ja(r)dr 


эш [Усок соат 
=E) G€ Bi 
Q) SN = [сог 之 0, 当 且 仅 当 f=0 时 (f,/)=0. 
例 1、 例 2 表明 , 欧 氏 空间 的 概念 比 普遍 几何 空间 的 概念 更 广 
## ,更 抽象 . 至 于 酉 空间 ,只 不 过 是 复数 形式 的 欧 氏 空间 , 它 是 将 线 
性 空间 V 定义 在 复数 域 C 上 ,除了 对 称 性 (<,8)=(5,a) 外 ,其 它 
性 质 与 欧 氏 空间 相同 . 


2. 正 交 性 和 施 密 特 (Schmidt) 正 交 化 方法 


有 了 内 积 , 即 可 引进 正 交 性 概念 . 设 a,8EC"( 或 R"), 有 下 面 
的 正 交 性 定义 : 

定义 2 若 (a,8)==0, 则 称 & 与 8 正 交 , 记 为 a]p. 

显然 , 正 交 性 是 相互 的 . 因为 车 (a,8)=0, 则 (8,a)=(a,B)= 
0=0, 从 而 由 a 80 VH Lo. 

由 正 交 的 定义 易 知 , 零 向 量 和 任何 向 量 正 交 . 

定理 1 车 ww,w,…'a 是 空间 C"( 或 R") 中 的 一 个 非 零 正 交 
Ж.Ш a,Z20,.(a,a,)=0GJ;i.J=1,2,: k) .M] аза, t a, 必 
线性 无 关 . 简 言 之 , 非 零 正 交 系 必 线 性 无 关 . 

证 假设 存在 线性 关系 
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kiai 十 Azaz 十 … 十 Ra 一 0， 
则 对 任何 &, 必 有 
k * 
Cha, а) = У) (аа) = Ё,(а,,а) = 0, 


5 a0, 0а, .а,)2>20, FER 
k=0 (= 1.2, k). 
这 就 证 明了 正 交 系 a ,a,,… ,as 是 线性 无 关 的 . 
定义 3 Basne, 为 C" 中 的 一 个 正 交 系 , 若 上 a 上 = 


М (аа) = 1,7-1,2, 5,6, Д а засо a, Ж С" 中 的 一 个 标准 
EZR. 
下 面 讨论 空间 С" 中 标准 正 交 系 的 存在 性 ,并 介绍 Schmidt ЈЕ 
交 化 方法 ,从 而 为 在 空间 中 建立 标准 正 交 基 打下 基础 ， 
”定理 2 在 空间 (" 中 必 存 在 标准 正 交 系 arara B 
人 
0, 15%] 
其 中 6,, 称 为 克 罗 内 克 尔 -得 尔 塔 (Kronecker delta). 
证 我 们 以 一 种 构造 性 的 方法 来 证 明 标 准 正 交 系 的 存在 . A 
H dim (C =n, FEGA E 
Wa 
现在 用 这 组 基 向 量 的 线性 组 合 来 建立 标准 正 交 系 {a)). 
не а= тарта 
1а l| =1. 
假定 已 构造 好 标准 正 交 系 
Qi sags а, 
Epa Æe ,8 ,BOG=1,2,…r) 的 线性 组 合 . ЯЕ а, 
下 : 令 


1 一 有 一 (Aiai 十 Exaz 十 … 十 &ar)。 
为 确定 系数 kiskoo 令 
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Cusa) = (В... Уа а,) =0 (j = 1.2.+=.,”). 


ЮВ ааг," за, 两 两 正 交 ,所 以 这 些 方程 可 简化 为 
(В..1.9;) —,=0  (j=1.2.,--,.r), 
即 
®;=(В,.\.о,) (j=1.2,. 7), 

向 基 z 显然 不 是 零 向 量 , 否则 аз засе за, pa REHA. 从 
而 B ,8.，…,B-, 也 线性 相关 ,这 与 8 ,8.,…,B, 为 一 个 基 相 矛盾 . 

® арро TERE a, =, 继续 此 法 ,最 后 即 得 到 标准 正 
Зе аага, 它 可 以 作为 C 的 标准 正 交 基 . 

定理 2 的 证 明 中 所 用 的 方法 称 为 Schmidt 正 交 化 方法 . 

为 了 便于 记忆 ,下 面 我 们 介绍 从 C" 的 一 个 基 8.,B;,…,B, 出 
发 , 求 出 C 的 一 个 标准 正 交 基 的 规范 方法 Schmidt 正 交 化 公 
式 . 令 


иу==Й,, 

6,1806) 

= Gna) 

m=p 0090) 083.0). 


и иг, 
(изир) V (шумі) > 


(В, .и) (Bast) (Rini) 
u 4 и, 


„=й, (ut) ' (шетш š (кылу k O" 
则 wwws，*… wu 两 两 正 交 .再 将 w 单位 化 , 即 令 
u ‘= ... 
БЕТИ G=1,2, n), 


ТТ. ааз, еза, 就 是 C" 的 一 个 标准 正 交 基 . 
定理 3 Hecer e HEZE C” 中 的 一 个 标准 正 交 基 , 任 
意向 其 a 在 这 个 基 下 的 坐标 为 (zx;，… ,xz,) , 则 


х,= (a.e,) CG=1.2,. n). 
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证 因为 a 二 Уа ,所 以 


(а,е,) = (Уулу). ег) = N aleje) 
у=! i=1 


= Xj(€ne) = r, G = 1,2,. n). 
定理 4 Йе, сез езге! е эсе e, DAA EE 18 С" 中 的 
两 组 标准 正 交 基 , 则 eserse, E ese ,…',ev 的 过 渡 矩 阵 为 西 
和 矩阵. 
证 е = Sleea М 
Š, = (ei'\e)) = Сое: Уо 


= Yele, ` сые.) = S er X csere) 


2.6 rl < 一 / 

= ЕП а а 

Е Sor > с; балег) = Pen У) cu (era) 
1=1 -l lal kal 

= D Dyen съда = Уа с), 
1 Е i= 

从 而 可 见 
LE=/ 


或 
U:U=1 (0° eB 
即 U AEH. 
推论 елее, Бе лег e 分 别 为 n 维 欧 氏 空间 的 
两 组 标准 开交 基 , 则 从 eet,，…e, B ei sez ое е, ОЕ О 
为 正 交 阵 , 即 
Q'Q=I. 


3. 内 积 的 表示 Cauchy-Schwarz 不 等 式 


我 们 知道 ,引入 了 基 的 概念 之 后 ,线性 空间 V 中 的 向 量 就 可 
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以 用 坐标 来 表示 . 因此 ,向 其 的 内 积 也 可 以 用 它们 的 坐标 来 表示 . 
i C" 中 的 一 个 基 为 
Do Pes Ds 
它们 不 一 定 正 交 . 在 这 个 基 下 ,向量 .6EC", 分 别 用 坐标 表示 为 
a= Mh HH 1,0), 


B=y + yn 二 十 yay. 
根据 内 积 的 定义 ,有 关系 式 


Ca, p) = (Dy, Ууд) 
is] дет 


= У\а уур.) 
А 


= Уа Yis 
ЖФА, = Ор.) ,i,j = TA 
BFO.) = 0 E 
hi = h; Cj = 1,2,. n) 
ШЕ h, ЯУ. Уа, 2056.80 
(а. В) = у‘ Hx, 
HP H= (h), = (it ,) у= (узуну), B H 
= Н’. H 是 一 个 Hermite 矩阵 . 
由 于 (a,a) 之 0, 当 且 仅 当 a=0 时 , 才 有 (ava) 一 0, 因 此 ,由 
(а,а)=х`Нх.Н 为 正定 矩阵 . 
特别 地 , 若 取 空 间 的 基 为 标准 正 交 基 
Ejs ез, wen， Я 
Н (ее) = 0. ij 一 1,2, п AAR ЗК К ЛЕ Y П 
下 的 简单 形式 ， 
(a,ß) = У 
同 理 可 知 , 欧 氏 空间 中 的 内 积 可 表示 为 
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(а,В)=у'Н=х 
的 形式 ,其 中 H 为 正定 矩阵 , 
在 给 定 的 基 是 标准 正 交 基 时 ,上 式 可 化 为 


(a,0) = Sisy 
i=l 
当 基 为 标准 正 交 基 时 ,有 
Гаї = Уа G€ c5, 


Па = Уул! Є А). 
ial 


EH 5 (Cauchy-Schwarz 不 等 式 ) 设 有 本 空间 C", 则 对 于 任 
ЖЕ ,BE C", 恒 有 不 等 式 
[a p) el HAI. 
证 若 B 取 0, 则 对 任意 实数 4, 有 
(а АВ а АВ) = (а.а) —A(a,8)— A(8.a) +A 408, 8);20. 
ж a= (98) ЕСО ВЯ Esta FER 
Casp) la BIS (а.а) (8.8) = | а 181°, 
两 端 开 方 取 算术 根 ,得 
ГЕ 111161. 
# а,8 线性 相关 , 设 a=kB, 则 
ICa,B)|= kB A= ki ll: 
= k8 181 = lall 181; 
#а.В 线性 无 关 , 必 有 a— А8520. IJ 
(а— А8,а— А8) >20. 


于 是 有 


16а, 8)1< lall el. 
由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 可 得 以 下 两 个 三 角 不 等 式 : 
Q) lla+8l <el +i el; 
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(2) |а— 8 1122111 — 1811. 
今后 ,用 ea 一 8 表示 向 量 a,8 之 间 的 距离 , 记 作 pCa,8), 即 
pla,B)= |а—8||. 
它 有 如 下 性 质 : 
(1) ЕЖ :р(а,а) =0. р(а,8)2>0; 
(2) 对 称 性 :p(a,B8) 二 p(B,a); 
(3) 三 角 不 等 式 :pla,B) 十 p(B,7) 之 p(a,7). 


4. 空间 的 正 交 分 解 


线性 空间 的 直 和 分 解 在 前 面 已 介绍 过 ,现在 有 了 内 积 ,就 可 以 
考虑 一 种 特殊 的 直 和 分 解 , 即 空间 的 正 交 分 解 . 
设 W 为 酉 空间 C 的 一 个 上 维 子 空间 ,ei ,ei,…,e 是 它 的 一 
个 正 交 基 , 可 以 添补 "一 上 个 正 交 向 量 e. eo EIR esse, 
成 为 C" 的 一 个 正 交 基 . 记 єє, 所 张 成 的 子 空间 为 
Span (є, 1» ,,}. 

RERO n— k, НАЕ а 和 子 空间 W 中 的 任何 向 量 都 正 
Ж. 因此 , 称 这 个 n 一 k 维 子 空间 为 W 的 正 交 补 空间 , 记 作 W, Вр 
W- =Ѕрап {є,..,,""• ,,). 

这 样 , 便 得 到 空间 C”" 的 一 种 直 和 分 解 
c'=w@w:. 
空间 C” 还 可 以 进一步 分 解 成 若干 个 互相 正 交 的 子 空 间 的 直 
#1. 特别 地 ,对 于 给 定 的 正 交 基 6 ,e,,…,e, ,空间 С" 可 以 分 解 成 
直 和 
С'=$рап{є,}Өб$рап {e} PSpan (е, }. 
这 就 是 说 ,C" 可 以 分 解 成 个 一 维 正 交 子 空 间 的 直 和 . 
欧 氏 空间 R" 也 可 以 作 同 样 的 正 交 分 解 . 
例 3 设 欧 氏 空 间 R 中 标准 正 交 基 为 e1,e;,e3,es, 它 的 于 空 
间 И =Ѕрап (а.а). Ж а =е Бега е е ез. Ж И-. 
# 设 W- 中 的 向 量 
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B= ziel 十 zzez 十 Zaes 十 Zety 
由 (a ,8) =0, (а, 8) =0 得 
P +a =0, 
(ау 十 zz 一 zs 一 0， 


其 基础 解 系 为 

B=0,—1,0,0)", 

B= (0.0.0,1)", 
于 是 有 

И =Ѕрап {8,,8,), 
因此 

R'=W@w:. 
$1.4 线性 变换 
1. 映射 (变换 ) 


定义 1 设 有 两 个 非 空 集 4 与 上 4, 所谓 集 A 到 集 B 的 一 个 映 
射 ,就 是 指定 一 个 法 则 , 它 使 4 中 的 任 一 元 素 a 都 能 与 8 中 一 个 
确定 的 元 素 8 相对 应 . H Bh Af T E aC 4 与 BE B 对 应 , 则 记 为 

B=T (a), 
В 称 为 在 映射 了 下 的 象 ,而 o 称 为 8 在 映射 全 下 的 原 象 . 4 称 为 
映射 7 的 原 集 , 象 的 全 体 称 为 象 集 , 记 作 了 (4), 即 
T(A)=(8=T(a)|e€ A). 
显然 ,7(A4)CB. 
例 1 设 4 是 全 体 整数 的 集 , 如 是 全 体 偶数 的 集 , 定 义 
Т(п) =2п (лє А), 
WT E: A F] Вб В. 
例 2 设 M 是 数 域 R 上 全 体 阶 方 阵 的 集合 ,定义 
T(A)=|A|, 
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MJ T E R** 到 R 的 一 个 映射 . 
定义 2 设 V,,V 分别 为数 域 P 上 的 维和 m 维 线性 空间 ， 
全 是 一 个 从 V, 到 V 的 映射 ,如 果 映 射 荆 满足 
а) T(a+0)=T(e)+T(0), a,BEV,; 
(2) ТФа)=ЁГ(а). a€EV,,kER, 
ПКТ ЖУ, 到 VV, 的 线性 映射 或 线性 算 子 . 
简 言 之 ,线性 映射 就 是 使 线性 运算 保持 对 应 的 映射 , 
特别 地 У,у, ДТ AREEN V, 中 的 线性 变换 . 
下 面 讨论 线性 空间 V, 中 的 线性 变换 的 几 个 性 质 : 
(1) T(0)=0, T(~a)=—T a), 0,—аЄЎ,„; 
(2) # ы 


B=kbke ba, К,а, 
则 
ТВ) =k T Ca) КАЛГ Ca) +. БАЛ Ca). 

若 对 于 任意 的 ac V, EE 70а) =0. Д Т APER A 
0, 即 0(а)=0,У aE V ; ЕЕ) EV, EA 10а) =а, WEE 
T 为 恒 等 变 换 , 记 作 Т.Ш Jo) 一 w,Y a€V,; 

(3) # arar. ,a 线性 相关 , 则 了 (a) „Саз ) T Ca D BR 
性 相关 . 

但 其 逆 不 真 . 例如 , 零 变 换 将 任 一 组 线性 无 关 的 向 量 都 变 为 零 
向 量 . 

例 3 在 有 :中 定义 线性 变换 了 为 

Т(у) ]= (27r+y,7), 
UTE R: 中 的 一 个 线性 变换 . 
证 显然 ,T(x,y)ER?, 又 因为 
Тау) ra у) JETE Hry +y] 
=(2(z=,+x;)+ (yy Ty: ) ,zi 十 zz) 
= (211 +y, zi) + (22: угл) 
=T[(G,.y) +160), 
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ТЕС у) ]J=T krky) ]= (2Ёх-ЕЁу,Ёх) 
=k(2z=+y,z)=kT[(z,y)], 
所 以 ,7T 是 R: 中 的 一 个 线性 变换 . 
2. 线性 变换 的 运算 


(1) 线性 变换 的 相等 
Ж Т.Т»; ЖЛ ЖЕЛЕ Ж, Ж T (а) =T), Y a€EV,, 则 称 
T 5 T: 相等 , 记 作 T = T. | 
Ў а.а, ,а, Ж V, 的 一 个 基 , 则 Т = T, 的 充 要 条 件 是 
Tila) =Т,(о,) 
(2) 线性 变换 的 和 
设 T.T, Ж V, 中 的 两 个 线性 变换 ,对 于 任 一 个 元 素 EV, 


B TOHTORI ВОЧЫ T: 与 Ts 的 和 , 记 作 T HT 
即 | 


(i=1,2, sn). 


(Тү+Тәа=Т\(а)+Т»(а). 
(3) 线性 变换 的 数 乘 


设 aEV,,kER, 则 RT'(a) 对 应 的 变换 称 为 与 线性 变换 了 的 
KRH RTR 


(kT )a=kT (a). 
(4) 线性 变换 的 乘积 
UTOT HV, 中 的 两 个 线性 变换 ,aEV,, 与 1.(12《a)) 对 应 
HERRA D 5 T, WREE TTB, 
TT Da=T;(T:a)). 
定理 1 RT T: 是 线性 空间 V, h ñB ESE , ШОТ. + 
Т», RT, TT: RE V, 的 线性 变换 . 
证 明 留 给 读者 . 
注意 ,线性 变换 的 乘积 一 般 不 满足 交换 律 , 即 一 般 有 
TT 
下 面 的 例子 说 明了 这 一 点 . 
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例 4 在 尺 : 中 定义 线性 变换 
Т\[(х»,у)]==(у,х), 
T,[Cz.y)]= (2,0). 


因为 
T IT,[G ,y)]=T[(z,0)]= (0,z), 
T/T,[(z,y)]=T,[(y,z)]=(y,0), 
所 以 ,在 这 里 有 


TATT. 
15 itn ИВЕ а) = laana) Ж a= (ааз 
…,awy)" EX R" 中 的 变换 了 二 7(X) 为 
T(X)=AX (X€R”), 
WT 为 线性 变换 ， 
证 设 a,BER", 则 
Т(а-++8)=А(а+8)= Аа-+АВ=1`(а)-ЕТ'(Ё), 
T(ka)=A(ka)=k(Aa)=kT (a), 
所 以 ,7 为 线性 变换 ， 
最 后 指出 ,如 果 两 个 线性 变换 满足 
Тт\Г,=1ТҮГ,=1› 
这 里 了 是 恒 等 变 换 , 则 称 Т, 与 了: 互 为 逆 变 换 , 记 作 


тет use qhi 


з. 线性 算 子 的 矩阵 表示 


设 人 是 线性 空间 V, 到 V 的 一 个 线性 算 子 ,ai a, а, 为 
V, 中 的 一 个 基 ,p BaBa 为 V 中 的 一 个 基 . 而 了， 中 各 个 基 向 
量 的 象 1 (aj) 可 由 V。 中 给 定 的 基线 性 表示 : 


Тад = >aip =1,2,…)， (1.4) 
i=l 


Ф 


32 


A е" (1.5) 
а amz amn 
若 记 
СГ Ca), T Ca), ,1Т'(а„)) = Т'(а,,о,,++,а„), 
则 有 


Т'(ау,а,,+,а„) = (В.В, 8.) A. (1.6) 
这 时 , 称 4 为 线性 算 子 7 EV, MV. 给 定 基 下 的 矩阵 . 也 就 是 说 ， 
在 给 定 空间 的 基 下 ,线性 算 子 人 n] PA ME — b H m X n ЙЕР A 
确定 . 
反之 , 当 线 性 空间 V, 和 V 分 别 给 定 基 {ai} 和 {B,} 后 ,任意 的 
mXn 阶 矩 阵 4 通过 对 应 关系 (1.4) 式 确定 了 一 个 唯一 的 从 V, 到 
V МАЙТ Т. 这 样 ,在 空间 的 基 给 定 后 ,从 了 , 到 VV 的 线性 算 
TT fl mXn MER А 构成 一 一 对 应 . 
定理 2 设 代 为 ,中 的 线性 变换 , 它 在 基 аа, sa, 下 的 
和 矩阵 为 4, 如果 “与 Ta) 在 此 基 下 的 坐标 分 别 为 (zzz,…，zo) 与 
(ya Ya) HI] 
(узж, Ya)" = Абала yzo)7. (1.7) 


由 于 
17а) = TO ra) 
一 Ула) 
4, 
= Ў Ја 
i=) jal 
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= > ( Saas 
= 


y= Маз G =1,2 sn), 
i=] 


(узу Yn SEACE Lorn). 
公式 (1.7) 称 为 线性 变换 7 的 解析 表示 . 
下 面 的 定理 给 出 了 同一 线性 变换 在 不 同 的 基 下 ,所 对 应 的 答 
阵 之 间 的 关系 . 
定理 3 设 在 线性 空间 V, 中 ,从 基 arasa, 到 B ,Bi,…， 
В, ВЕЕ Р.У, 中 线性 变换 7 在 这 两 组 基 下 的 矩阵 依次 为 
A 及 B, 则 B=P714P. 
证 由 假设 知 
(Bishr Ba) = (а, a, ,a PD, 
Таџ saz, ,а„) = (00, 0) A, 
T Bis B250 ,BP,)=(B,B,,.…,B.)B, 
并 由 pipere ba 的 线性 无 关 性 知 , A B 38 ВЕ, kh 
(Bi s B25 s Ba )B =T (B1250 . В,) 
=T[(a ,a ,0,)P] 
=[1Т'(а,а;,,в,)]Р 
= (asasan) AP 
= (fishi BPAP, 
再 由 6,.6..--- „В, 的 线性 无 关 性 知 
B=P-'AP, 
即 4 与 B 为 相似 矩阵 , 记 作 A~B. 
相似 矩阵 有 如 下 运算 性 质 : 
# В,=Р!А\Р.В;,=Р!А,Р,Й 
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B,+B,=P-'(A,+A,)P, 
B .B,=P-1(A,A,.) P. 
由 此 可 知 ,车 8=P-'AP,f(z) 为 某 数 域 上 多 项 式 , 则 
JO(B)=P`!f(A)P. 
定理 4 设 4 与 已 分 别 为 线性 变换 Ti Б T, ЛЕ аза 
a, 下 的 矩阵 , 则 在 这 个 基 下 有 : 
(1) T+ T, 的 矩阵 为 A 十 B; 
(2) kT, ВНЕ kA, kE R; 
(3) TT: 的 矩阵 为 AB; 
(4) ET AUTT 的 矩阵 为 4 一. 
例 6 在 由 次 数 不 超过 ， 的 一 元 多 项 式 集合 构成 的 线性 空间 
PP,[x] 中 , 取 基 为 
am 一 1，az 一 Z， oa 一 zw，an+1 一 并 
设 D 为 微分 算 子 , 则 
Рау = 0а, + Qa,+ +++ +09,» 
Da,=1a 二 04s 十 … 十 0an+1， 
Da,= 0а, + 2a,+ +++ + 0а,» 
Da, ,一 0w 十 0a: 十 … 十 na 十 0a+i， 
К D EE азата ГЕЕВ 
| 0 3:10. s 0] 
| 0 0 2 <= O 
А = |... 


若 取 基 为 
1. а, = шүл е. Вл а 


则 由 基 а, az,…,w+i 到 基 8 ,8.,…,B.-: 的 过 滤 矩 阵 为 
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1: оо 0 0 
о1о 0 0 
0 0 2. 0 0 
Р= Я 
оо 0 =: 
0 0 0 0 4 
且 有 
1 0 0 0 | 
0 1 0 0 0 | 
pa a| 9 2 0 l 
00 0 e (a—D! 0! 
ооо 0 nl, 
Ж D E Pio borte ,PB,+! 下 的 矩阵 为 
0 10 о 
CE 0 
B=P7AP= |+ 
ы 0 0 
0 0 0 


4. 线性 变换 的 值 域 与 核 


定义 3 ТАЗУ, 到 V 的 一 个 线性 算 子 ,7 的 全 

体 象 组 成 的 集合 称 为 了 的 值 域 ,用 R(T) 表 示 , 也 称 为 了 的 象 空 
间 , 记 为 7V,. 于 是 

RT) = TV, = {Tala € Va} CVn (1.8) 

所 有 被 了 变 成 零 向 量 的 向 量 构成 的 集合 称 为 了 的 核 , 记 为 

Ker (7) 或 了 -1(0), 有 时 也 称 Ker(7) 为 7 的 霍 空间 , 记 为 N(7')， 
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即 
NT) = Ker(T) = {elTe 一 0,aEV)CV，(1.9) 
不 难 证 明 , 线 性 算 子 7 的 象 空间 R(T) 是 V 的 子 空间 , 零 空 
Е МОЖУ, Ву 208. 
事实 上 ,由 
Т) +18) =Т0а+ 8), kT(a)=T(ka) 
可 知 ,RC(T") 是 非 空 集 且 对 线性 运算 封闭 ,因此 ,R(7') 为 V。 的 子 
空间 . 
另 一 方面 ,由 
T(a)=0, T(8)=0, 
有 
Ta+B)=0, T(ka)=0. 
这 就 是 说 ,N(T) 对 于 线性 运算 也 是 封闭 的 . 又 因为 (0)==0, 即 
N(T) 非 空 ,所 以 N CT) R V, 的 子 空间 . 
Ж RCNH ат R(T) 为 7 的 秩 , 记 为 r-(7T); 称 N(7') 的 
维 数 dim NGT) 为 了 的 零度 , 记 为 null(T). 
例如 ,在 线性 空间 P,Lz] 中 , 令 线性 算 子 了 HADAT D, 则 
DP=P'. W DEER RRE P, [z], D 的 核 NCD) 就 是 数 
域 R( 子 空间 ). | 
定理 5 设 了 为 线性 空间 V, 上 的 线性 变换 ,a,a,,…,a, 为 
V, 的 一 个 基 , 在 该 基 下 的 矩阵 为 A, 则 
(1) R(T)=Span{T (ау), Га), "+ ,1 (a,)}, (1.10) 
ET 8548382 КООН ЖЕ ERTE; 
(2) (Г) = СА). 
证 (1) 设 аЄУ, ‚а Н] аа, ,a 线性 表示 为 
a 一 aial 十 aza: 十 … 十 auan， 
于 是 
Та) = ауГ(о,) + аба) + + + a,T'(a,), (1.11) 
所 以 
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Та) Є $рап {17`(а,),1`(а),+,1`(а„)}, 
即 

R(T)CSpan{T' (a) T Ca), T (a,)). 
而 (1.11) 式 又 表明 , 基 象 的 线性 组 合 仍 为 一 个 象 , 故 

Span {T Ca) T Ca), T (a,)) CRCT)， 
于 是 

RCT)=Span(T'(a,) T Ca), T'(a,)). 

(2) 由 定理 5 0 (1) Я.Г REFERAT), Ta), 
То). 另 一 方面 ,4 是 由 基 象 组 坐标 按 列 排列 而 成 的 . ТЕ V, 
中 , 当 基 取 定 后 ,向 量 与 它 的 坐标 相对 应 ,此 为 V, 与 Р" 的 同 构 对 
应 . 同 构 对 应 保持 向 量 组 的 一 切线 性 关系 ,因此 , 基 象 组 的 秩 与 它 
们 的 坐标 组 ( 即 4 的 列 向 量 组 ) 的 秩 相 等 . 

定理 6 设 了 是 线性 空间 V, 上 的 线性 变换 , 则 

к) Жаш) =dim(V,), 
即 
dimR(1') + dimN (T) = n. (1.12) 
证 设 dim МО) =. ЕМО) Ж азаа, В 
把 它 扩充 成 V, 的 一 个 基 а лаз еза, заузет a, 根据 定理 5 可 知 
R(T) =Span{T (a) T Ca), T Can) }, 
{Н Т'(а)=0, i=1,2, sr, Д 
R(T) =Span {T (а), T Ca) ). 

FEER T) + ,7'(a,) 线 性 无 关 , 因 而 它 为 R(T') 的 一 

个 基 . 事实 上 , 设 
kT (a) + +h (a,)=0, 


Tk. a, + +k.a,)=0, 


有 +iar+i 十 … 十 lasE МСГ), 
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因此 ,可 被 NGT) 的 基 a ,a,，… ,a, 线性 表示 : 
Ала а, = Ауа He 1 ,а,. 
由 于 asas ,a, 线性 无 关 , 所 以 
һ=һ= =k, =0, 

ATT Ca) T O REER 8k T 的 秩 为 ”一 王 这 样 即 证 明 
了 (1.12) 式 . 

必须 指出 ,虽然 子 空间 ROOS NGCT) 的 维 数 之 和 为 V。 的 维 
бла RCT') 十 N(T') 并 不 一 定 就 是 V,. 例如 在 线性 空间 Plr] 
中 , 令 


Dp=p', 
URRE P, [z]. N(D) 就 是 子 空间 RR, 显然 
R(D)+N(D)# P,[>]. 


定义 4 设 人 是 V, 上 线性 变换 ,W 是 V, 的 子 空间 ,如 果 对 
РЕН <€ W. T (a) Є. ДЕ W 为 了 的 不 变 子 空间 ,简称 
7- 子 空间 . 

例 7 R(7'),N(7') 都 是 儿 - 子 空间 . 

按 定义 ,R(T") 显 然 包含 了 R(7') 中 向 量 的 象 ,所 以 ,R(T) 是 个 
的 不 变 子 空间 ;而 N СГ) T 变 为 零 的 向 量 的 集合 ,NC7T') 中 向 
量 的 象 都 是 零 ,自然 在 入 (T) 中 .因此 ,N(7') 也 是 不 变 子 空间 . 

例 8 若 线 性 变换 5 T, 可 交换 , 即 T TST W T 80 
核 与 值 域 都 是 色 \- 子 空间 . 

任 取 a € NCT) , 则 

TCP (а) = СТТ») (а) =ТСГ»(а))=1,(0)=0, 
所 以 ,Ti Ca) fE T, ТЕ 3. T (а) EN(7,), 这 就 证 明了 
N CP, Т, 38]. ТЕ ЕСТ) ЧЕ ЕЙ 1,06). Д1 
T [T,(0)]=T,UT (0)])€ R(T',). 
Bj. RCT tB Ж T'- T. # BB]. 
例 9 如 果 线 性 空间 V. 的 子 空间 W 由 aaa 所 张 成 ， 


即 
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W=Span{a ,a:,…… ,a,}, 
UW 是 7- 子 室 间 的 充分 必要 条 件 是 (a) T), T aE 
属于 W. 
证 必要 性 是 显然 的 ,下 面 证 明 充分 性 . 
16 Та) Є, i 二 1,2,…,r, 由 于 
«УЗА, (УЄШ), 


所 以 


Ta) = > kT) € W. 
=} 


$1.5 特征 值 与 特征 向 量 


众所周知 ,在 有 限 维 线性 空间 V 中 , 基 被 取 定 以 后 ,线性 变换 
人 就 可 以 用 矩阵 4 来 表示 . 为 了 利用 矩阵 研究 线性 变换 ,对 于 每 
个 给 定 的 线性 变换 ,总 希望 求 得 一 个 基 , 使 得 它 的 矩阵 是 最 简 形 
式 , 为 此 先 介绍 特征 值 与 特征 向 基 . 


1. 线性 变换 的 特征 值 与 特征 向 量 


ЖХ ИТЕР REZE V 中 的 线性 变换 : 如 果 对 

于 数 域 P 中 某 一 数 4, 存 在 非 零 向 量 a, 使 得 
Tta) = Аа, (1. 13) 

则 称 为 人 的 一 个 特征 值 ,而 а 称 为 人 的 对 应 于 特征 值 4 的 一 个 
特征 向 量 . 

从 几何 上 看 ,特征 向 量 的 方向 经 线 洗 变换 后 , 仍 保持 在 原 方向 
的 同一 直线 上 . 当 人 六 0 时 ,其 方向 不 变 ; 当 АСО 时 ,其 方向 变 成 反 
向 . 因此 ,7 的 特征 向 量 经 变换 后 ,要 么 * 伸 长 或 缩短 ”, 要 人 么 “ 反 向 
伸 长 或 反 向 缩短 ”特别 地 , 当 一 0 时 ,特征 向 量 经 线性 变换 后 变 
成 零 向 量 . 
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车 a 是 对 应 于 特征 值 4 的 特征 向 量 , 则 ka 也 是 对 应 特征 值 4 

的 特征 向 量 ,其 中 kEP, 即 
Т'(®а)=А(®а). 

这 说 明 特 征 向 量 不 是 被 特征 值 所 唯一 决定 的 . 相反 ,特征 值 却 
被 特征 向 量 所 唯一 决定 . 因此 ,一 个 特征 向 量 只 能 属于 一 个 特 
征 值 . 

下 面 研究 确定 特征 值 与 特征 向 量 的 方法 ， 

设 数 域 P 上 的 线性 空间 V, 的 一 组 基 为 a1,a,,…,a,, 线 性 变 
换 了 在 这 个 基 下 的 和 矩阵 为 4, 又 设 与 特征 值 对 应 的 特征 向 量 “ 
ERTE FHER Castan) WE T Са) = Аа 对 应 的 矩阵 
等 式 为 


Аа = àa, (1.14) 
RP а 为 其 坐标 表达 式 , 即 a= srr)". 于 是 得 
QI—A)a=0, 
即 
(А ац) — ах, — *** — az, = 0, 
ауа + (А— аш)х;— + — ay, = 0, (1.15) 
= аху = а.х) — ** + (À — а„)х„ = 0. 
由 于 a260.8kG.15) Е. 我 们 知道 ,(1.15) 式 有 非 零 解 的 
充 要 条 件 是 它 的 系数 行列 式 为 零 , 即 
(A—~an —a: … 一 an 
de= A sde ИЕ 
an 一 ao … А-а 
(1.16) 


定义 2 设 4 为 n 阶 方 阵 ,矩阵 全 一 4 称 为 4 REER, 
其 行列 式 дет (41 一 A) 称 为 4 的 特征 多 项 式 ,det (XN 一 4) 二 0 为 4 
的 特征 方程 ,其 根 称 为 A 的 特征 值 (或 特征 根 ). 
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det(A1 一 A) 的 展开 式 是 4 的 次 多 项 式 , 记 为 
JQ) = А + а, + + aià + a,, (1.17) 

这 里 的 系数 aas,…,a, Б 4 中 的 元 素 ai(i,j==1,2…,n) 存 在 一 
定 的 关系 . 

为 了 揭示 ачаа, 与 a,(i,j 二 1,2,…,n) 之 则 的 关系 ,我 
们 拓 广 矩阵 迹 的 概念 ,引入 所 谓 方 阵 4 的 阶 迹 的 概念 . 

定义 3 {Ел ИУ A= (a) 中 任 取 行 次 和 列 次 相同 的 * 行 
веса) ,位 于 这 上 行列 交叉 处 的 二 个 元 素 按 原 位 置 组 成 
的 & 阶 行列 式 之 和 , 称 为 方 阵 4 的 阶 迹 , 记 为 tr 中 (4), 即 


94А) = Š (k= 1.2, ,1), 


(1.18) 
HP ap Оиз 1,200 ССТ А 
第 i 行 第 i, 列 的 交 又 处 的 元 素 . 
n ЙЛ A ЕЕ И СА) CI 个 有 阶 行列 式 之 和 (k==1， 
2,*е,п). 
例如 ,4 的 1 阶 迹 


ОҢА) = ўа, = ац + ан + +a, (1.19) 
= 
就 是 4 的 迹 ; 
4 的 2 阶 迹 为 
а; а, | 
ra= У) | 
ац az | lan аз а a, 
Р e ы 
ах а laxa аз аһ а 


А л 
ау а, 


тА) = = |А|. 


[аы atag 
定理 1 „ИЕ 4 的 特征 多 项 式 ЛСА) = 11 一 41 可 写成 如 
下 形式 


РО) = X DAA, (1.20) 
k=l 
其 中 

rA) = 1, 
Е wi Gi а, 

t CA) = У) 

Ii Liin 

ан 


(А = 1,2, n). 

公式 (1. 20) 称 为 4 的 特征 多 项 式 的 阶 迹 表达 式 ( 证 略 ). 

用 (1. 20) 式 计算 方 阵 特征 多 项 式 的 系数 

ar=(—1)'tr 10А) (#=1,2,+з,п), 

只 用 到 方 阵 A= (a,,)BJ G 3 av 组 成 的 顺序 主子 式 的 和 ,计算 起 来 
比较 规范 ,这 反映 了 /CA) 的 系数 与 方 阵 A 的 元 素 ov 之 间 的 独特 

例 1 设 线性 变换 7 在 基 aaa, 下 的 矩阵 为 
= 
—4 30 
1..0; 2 
求 线性 变换 的 特征 值 与 特征 向 量 . 

解 按 特征 多 项 式 的 阶 迹 表达 式 , 有 


А== 
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JQ)=detQI— A) 
А tr (A)R tr” CANA—tr CA) 
=} — C 1+3+2)2 


i arra 
-1 1| |-1 0 
+|| [+ +; 2 |а- —4 3 0 
=4 3 |1 2 
0 2 
= 一 4X 十 54 一 2 
=@а—2)(4—1)*, 


A fQ)=0,í8 ТОЎ AORE A 
Ал=2,А4=А=1. 
对 于 А =2, RKRN RA 
3ху—х,=0, 
471 一 ZXz 一 0， 
【一 zi 一 0 
的 基础 解 系 为 (0,0,1)", 与 ==2 相应 的 全 部 特征 向 量 为 上 (0,0， 
Т.Ч: 250. 
IF а= =. КЕНЕН 
(2х,—х,=0, 
44 一 27z 一 0， 
【一 2 一 3 一 0 
的 基础 解 系 为 (1,2, 一 1)7, 与 二 重 根 ¿= 2,=1 相应 的 全 部 特征 向 
ҖЫ *(1.2,—1)',Җ 720. 
例 2 在 线性 空间 P, [JF ARERR D 为 
DfG)= f' (z), 
则 线性 变换 D 在 基 


B=1, B=x, A= 212 Е 
下 的 矩阵 为 
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0 10 0 
0 0 1 0 
B= 
Ë 0 0 1 
ооо 0 
其 特征 多 项 式 为 
å 一 1 0 0 
0 А = 0 
det АТ—В)= |+ 
0 0 0 = —1 
lo o o + à 


因此 ,8 的 特征 值 只 有 0. 通过 解 相应 的 齐 次 线性 方程 组 可 
知 ,属于 特征 值 0 的 线性 无 关 的 特征 向 量 组 只 是 任 一 非 零 常数 ( 即 
零 次 多 项 式 ). 这 表明 导数 为 零 的 多 项 式 只 能 是 零 或 非 零 常 数 ， 

例 3 在 控制 论 中 常见 的 所 谓 相伴 矩阵 (或 称 友 矩阵 ) 为 


0 1 0 
| 0° 0 1 
a=] we 
| 0 0 о 
|= —а„ 一 ar + а 


其 中 аага, 为 常数 , 求 4 的 特征 值 与 特征 向 量 , 
解 A 的 特征 多 项 式 为 


n: = 0 

Jo 从 —1 

det (1—A)=det |+ 
оо онд х=1 
N ani а: +" а; Аа 


将 行列 式 的 第 2,3,…,n ЖЛ ЖЕШ AA АОВ 6—7] 
Ев. 
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0 À а 0 0 
det (ÀI — А) = det ， 
| 0 0 0 А са | 
OQ) an- An- * a, Аа 
(1. 21) 


Ф.А) = Аа AH +a, 1А+а,. 

Ж AG=1,2,:-,n)28 f ABR. ED 4 的 特征 值 . 欲求 属于 特 
ЧЕН À 的 特征 向 量 a = (zi,zz, ,zx,)" ,必须 先 解 齐 次 线性 方程 
组 (MT 一 4)w=0, 即 


Ах, — xz; = 0, 
Ах, — z; = 0, 
эте (1.22) 
Аах, = T, = 0, 
a,z, + a,_ iz, + *# ах, + (À + a)“, = 0, 
亦 即 
т,=Адл\, 
ху=Ал,, 


х„=Ал,-\, 
Ал, Бах, Баз, Ба, ух. +a,z,=0. 
从 第 一 个 等 式 开 始 ,依次 将 上 一 个 等 式 代入 下 一 个 等 式 , 得 


X= 
(а Hean A +а,)х=0, 
注意 到 
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КА) = А + аА + -- Ба, А + a, = 0, 
从 而 求 得 解 向 量 为 
Ly Ул. 
其 中 л, 为 任意 实数 . 
令 妈 ==1, 则 (1.22) 式 的 基础 解 系 为 (1,N, 惟 ，… ATT i=l, 
2,…,n, 即 属于 特征 值 = A 的 全 体 特征 向 量 为 
RCA А, АТТ (6520,1= 1,2, п). 
TRE АА. А, 为 相 异 的 特征 值 , 则 以 与 之 相应 的 线性 无 关 


的 特征 向 量 为 列 向 量 所 构成 的 可 逆 矩 阵 


д Ж узе: АД 
满足 
P 'AP=4diag(A TA: A). 

在 线性 变换 中 , 方 阵 的 特征 多 项 式 是 很 重要 的 . 假定 А.А, 
ЗЗА HAREA 的 个 相 异 的 特征 值 , 则 它 的 特征 多 项 式 f QQ) P 
以 分 解 成 一 次 因 式 的 乘积 : 

fA) = (А— А)(А— A) (A А). (1.23) 

将 (1.23) 式 的 右 端 展开 ,再 根据 根 与 系数 的 关系 ,有 


РО) АСС У) AN 十 (一 1D)2( Удар" 
= = 


二 (一 1)*( 5; ДААА" TI 2. 
1 


(1.24) 
比较 (1. 20) 式 与 (1. 24) 式 ,有 下 面 的 结果 ， 


WD = a Ts (1.25) 
i=} int 
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1А) = |A] = Т[А. (1.26) 


(1.25) 式 和 (1. 26) 式 表明 , 短 阵 4 的 全 体 特征 值 的 和 为 4 的 
Ў antant tan TER A 的 全 体 特征 值 的 积 为 |41. 这 反映 
了 f(A) 的 系数 aC 二 1,2,…,n) 与 它 的 根 丸 Gi 二 1,2,…,n) 及 4 的 
TR ai(i,j==1,2…,n) 之 间 存 在 着 独特 、 微 妙 的 关系 ,这 个 关系 可 
从 下 式 得 到 全 面 反 映 : 


РА) = 1А A| = > (一 Dr) = Ша — А). 
=i ii 


2. 和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 之 间 的 关系 


定义 4 ИГЕН У 的 一 个 线性 变换 ,对 于 全 的 任 一 
特征 值 ,适合 条 件 
T'(a)= xa` 
的 向 量 组 成 的 集 , 即 属于 A, 的 全 体 特 征 向 量 再 加 上 有 零 向 基 组 成 的 
集 , 称 为 了 的 一 个 特征 子 空间 , 记 为 Yx, 用 集合 的 记 法 可 写成 
У„={а|Т(а)=Аа,аЄУ}. 
显然 ,V,, 的 维 数 就 是 属于 特征 值 x 的 线性 无 关 的 特征 向 量 的 
个 数 , 称 йт (V, ) 为 特征 值 А, 的 几何 重 数 ;而 称 A, 在 特征 多 项 式 
jh) 中 根 的 重 数 为 特征 值 X 的 代数 重 数 ， 
定理 2 线性 变换 人 的 任 一 特征 值 的 几何 重 数 不 大 于 它 的 代 
数 重 数 . 
证 首先 取 定 Vi 的 一 个 基 a a, е за (&=dim(V,,)2>0), Ж 
后 把 它 扩充 为 V 的 一 个 基 аза, анау, an 于 是 有 
Tla) =Аа,, 
T (az) = Аа, 
Tla) =Җа,, 


Тав) 58; a0 + Haram 7 Ta nid 
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T(a,)=axwa + аһа Баа, 
ЕХЕ ааг, ~ а, 下 的 线性 变换 了 所 对 应 的 矩阵 为 


А амы "аһ 
А аш с аһ 
А= з 
Artiga "O Aktin 
0 
йл O. йы 


从 而 ,线性 变换 人 的 特征 多 项 式 为 
FOOD 一 11 一 4 一 (一 0) 一 av， 

其 中 

йык: "tO даку 


A= 


амы o Q, 


由 于 17 一 4u| 为 "一 次 多 项 式 , 记 为 WA) ,因而 有 
РО) = (А-А) А), 

АЕ ЛОРИ А, REER T 的 特征 值 的 几何 重 
数 不 大 于 其 代数 重 数 。 

关于 特征 值 与 特征 向 量 , 有 下 面 儿 个 命题 : 
(1) 方 阵 4 与 47 有 相同 的 特征 多 项 式 ,因而 有 相同 的 特 
征 值 . 

(2) ЖАЖА 的 一 个 特征 值 ,a 为 对 应 的 特征 向 量 , 则 АА, А" 
分 别 为 £4 ,4" 的 特征 值 ,a 仍 为 对 应 的 特征 向 量 ,其 中 为 常数 ， 
т 为 正 整 数 . 

(3) АУН BE 4 的 某 个 特征 值 ,a 为 对 应 的 特征 向 量 ， 


则 半天 0) 为 4-! 的 特征 值 ,对 应 的 特征 向 量 仍 为 <. 
(4) 相似 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 . 
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以 上 各 命题 的 证 明 留 作 练习 . 

我 们 知道 ,在 有 限 维 线性 空间 中 , 基 被 选 定之 后 ,特征 值 就 是 
线性 变换 在 这 组 基 下 算 阵 的 特征 多 项 式 的 根 . 随 着 基 的 不 同 ,线性 
变换 的 和 矩阵 一 般 也 不 同 , 但 这 些 矩 阵 是 相似 的 . 上 面 的 命题 (4) 指 
出 了 相似 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 , 这 说 明 线 性 变换 的 特征 多 项 
式 与 基 的 选择 无 关 , 它 直接 由 线性 变换 所 决定 . 因此 ,以 后 就 可 以 
说 线性 变换 的 特征 多 项 式 了 . 

下 面 讨论 分 属于 不 同 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 之 间 的 关系 . 

定理 3 矩阵 4 的 相 异 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 必 线性 
无 关 . 

证 А.А, ,为 4 的 n 个 相 异 的 特征 值 ,a wz,…，,o 是 
与 它们 相应 的 特征 向 其 .下面 用 归纳 法 证 明 , 当 n=1 时 ,定理 显然 
成 立 , 因 为 任 一 非 零 向 量 线性 无 关 . 假设 对 п—1 个 相 异 特征 值 的 
情况 定理 成 立 ,下 面 证明 对 个 情况 也 成 立 . 设 

kia tkrar + БА, 9,1 +k,a,=0, 
上 式 左 乘 和 矩阵 4 ,并 由 A 二 ha(i==1,2…,n) ,得 
iAiQy 十 RAzQz 十 十 Ri 和 -10-1 十 ka 二 0 
从 上 面 两 式 中 消去 &, ,得 

АСА,—А„)а,-+Ё,(%—А„)а; +++ БА, (А Аа, 0. 

ВВ а.а, 20205. ЖЯ ЫЯ 0 4,50 G=1,2 
оп 1), А =&—,=0, АП А, 0. ТИ л АНЯ 
特征 值 对 应 的 特征 向 量 线性 无 关 . 

定理 3 告诉 我 们 , 若 方 阵 A Жоп АНЯ ААА, 
则 对 应 的 线性 变换 T RE n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 asar sans 
以 这 一 组 特征 向 量 为 基 , 线 性 变换 在 此 基 下 的 矩阵 为 对 角形 矩阵 
diag (yw)， 

但 是 ,一 般 来 说 , 方 阵 4 未 必 都 及 个 相 异 的 符 征 值 ,下 面 讨 
论 这 种 情况 . 

定义 5 设 线 性 变换 7 ЕГ ТАНИНА ААА 
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n) Va ,Yu 分 别 为 相应 的 特征 子 空间 ,其 维 数 依次 为 mr， 
ЖЕЕ ЗЛ ЛЕК ОЛСА 
an, , 称 上 面 的 向 量 组 为 线性 变换 了 的 一 个 特征 向 量 系 . 

由 于 特征 子 空间 И, (71,2, PHE wm,，… ,wi 是 线性 无 
关 的 ,而 相 异 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 也 是 线性 无 关 的 , 故 特征 向 
量 系 是 线性 无 关 的 向 量 组 . 

一 般 来 说 ,线性 空间 V, 中 的 线性 变换 7 的 特征 向 量 系 所 含 
的 向 量 个 数 不 大 于 ,这 是 因为 线性 变换 7 的 任 一 特征 值 的 几何 
重 数 不 大 于 它 的 代数 重 数 . 当 特征 向 量 系 所 含 向 量 个 数 等 于 时， 
便 说 它 是 完全 的 特征 向 量 系 . 

对 于 一 个 线性 变换 全 ,如果 它 具有 完全 特征 向 量 系 ,以 此 完全 
特征 向 量 系 为 基 , 则 线性 变换 T ТЕҢ 38 F РЕ РЕ А fB J EE EE. 
此 时 称 线性 变换 了 的 矩阵 4 为 单纯 矩阵 ,矩阵 4 的 所 有 特征 值 
的 几何 重 数 与 代数 重 数 相等 . 如 果 线 性 变换 7 的 特征 向 量 系 中 的 
向 量 个 数 小 于 空间 维 数 n, 则 此 线性 变换 在 任 一 组 基 下 的 矩阵 不 
能 为 对 角形 ,此 时 线性 变换 的 矩阵 4 УЗЕ ДЕБЕ (sk 1ДЕ 
阵 ). 因 此 ,7 的 矩阵 4 在 某 一 个 基 下 成 对 角形 的 充分 必要 条 件 是 
公有 完全 的 特征 向 量 系 , 即 代 的 特征 子 空 间 Vi Va eto Va BJ HE 
数 之 和 等 于 空间 的 维 数 >. 

关于 非 单纯 矩阵 (亏损 矩阵 ) 化 为 标准 形 的 问题 ,将 在 下 一 章 
讨论 . 

将 方 阵 作 相似 变换 化 为 对 角形 是 一 个 比较 复杂 的 问题 ,但 是 
将 方 阵 作 相似 变换 化 为 三 角 阵 则 较为 容易 . 为 此 , 先 介绍 下 面 的 引 
理 及 许 尔 (Schur) 定 理 . 

引 理 #n TARE asce)" 的 范 数 


[а l| =V (а.а) =1, 
ЛЕНЕ U 以 a, 为 它 的 第 1 列 向 量 . 
证 RRE n ARME zx,x,,… ,zx, 的 线性 齐 次 方程 
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aa = сүтү + Ga, + * + ¿,z, = 0, (1.27) 
AP a=(zn,,zz 2) 
RA. 27) 式 的 任 一 非 零 解 B., 今 
6, А 
У (8,.8,) 


а, = 


则 a, 为 与 wm 正 交 的 单位 向 量 . 
设 已 求 得 ~ 一 1 个 两 两 正 交 的 单位 向 量 ,as，,…,a,-1, 若 B, 
是 线性 齐 次 方程 组 
а7а=0, oa 一 0， +, аї а=0 


的 任 一 非 零 解 , 令 


6, 


У (8,,8,) 
则 а, 85 arsa... a, ЛЕЗА Т. 这样 可 一 直 做 下 去 ， 
直到 求 出 w. 由 asana, 为 列 向 量 的 矩阵 U 即 为 所 求 的 矩阵 . 

定理 4(Schur 定理 ) 设 4 为 ОЕА ,А ,为 为 其 特 
征 值 ,不 论 它们 为 实数 还 是 复数 ,总 存在 相似 酉 矩阵 U ,将 4 化 为 
三 角 阵 , 即 U 'AU= B.B 为 三 角 阵 , 且 В 的 对 角 线 元 素 为 A.A. 
ee y Àp 
证 用 归纳 法 证 明 . = 

i À, Ж A fJ ЕА AB ЛУ КНР ШЕЕ ШУ а, КЮТЕ ЖЯ 
单位 向 量 . 由 引 理 知 ,有 一 个 以 a 为 第 1 列 向 量 的 酉 矩阵 U, = 
(aaz, va). 因 为 

(UT'A)a =U T (Aa, ) =A U !а,=АОТа,<=,(1,0.++,0)7, 
故 


a= 


ара S 
Ui Але |0 5). 
这 里 A E n—1 阶 方 阵 .显然 当 n=2 Ш.Ш! AU, 是 三 角 阵 . 
现 假定 对 一 般 的 ”一 1, 定 理 4 的 结论 成 立 , 即 对 任 一 (n 一 1) 
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阶 方 阵 , 总 有 酉 矩阵 了 ,使 得 
V''AV=B,, 
其 中 B, 2 РЕ. WF ”, 取 
1 0 
wo=|。 vl . 
则 U, CERERE. 5 U=U U WU 也 是 酉 矩阵 . 故 
ОАО =U;'(UT'AUDU, 


推论 1 ШЖ A X Hermite #E B£ , UFE EER U ,使 得 
ОАО =diag (Ai sst sÀ) s 
HP dished, 为 4 的 特征 值 . 
推论 2 如果 4 为 实 对 称 矩 阵 , 则 存在 正 交 和 矩阵 @, 使 得 
Q7AQ=diag (Ài ha А). 


习 题 一 


1. 检验 以 下 全 含 对 于 所 指 的 线性 运算 是 否 构成 实数 域 上 的 
线性 空间 : 

(1) 设 A 是 nn 阶 实数 算 阵 . 4 的 实 系数 多 项 式 f(A4) 的 全 休 ， 
tT HERE @ mik Ж, 

(2) 平面 上 不 平行 于 某 一 向 量 的 全 体 向 量 所 组 成 的 集合 ,对 
于 向 量 的 加 法 和 数 与 向 量 的 乘法 ; 

(3) 全 体 实数 的 二 元 数列 ,对 于 如 下 完 义 的 加 法 组 和 数 来 。 
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& 
Ja 


(a; bi) а, .Ь,) = (а, +a: sbi -b,+a,a,), 


ko Са, р) = Cka skb А-1) Эш), 


(4) 设 尺 + 是 一 切 正 实数 集合 ,定义 如 下 加 法 和 数 乘 运算 : 
аФь=аь, 
k o а=а/, 
HP a bER RER; 

(5) 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 的 解 的 集合 ,对 于 通常 
sk iki K; 

(6) Ж У = <=x|+r=¿csint+csin22-+-- +esinkht,c € R,0<t< 
2r}, V 中 元 素 对 于 通常 的 加 法 与 数 来 ,并 证 明 : {sint,sin2t,…， 
sinkt) 是 V 的 一 个 基 , 试 指出 确定 ci 的 方法 . 

2. 求 下 列 线性 空间 的 维 数 与 一 个 基 : 

(1) R "中 全 体 对 称 (反对 称 ` 上 三 角 ) 拭 阵 构成 的 实数 域 尺 
上 的 空间 ; 

(2) 第 1 题 (4) 中 的 空间 ; 

(3) 实数 域 R LRE A 的 全 体 实 系数 多 项 式 组 成 的 空间 ， 
其 中 

1 0 0 
A= 0 w 0 ‚== ХИ, а? =w, w=]. 
lo 0 w 

з. 设 P[z] 表 示 实数 条 数 多 项 式 金 体 构成 的 线性 空间 , 问 下 
列 向 量 集合 是 否 构 成 P[z] 的 子 空间 : 

(1) {p(xz)1p(1)=0); ， 

(2) (рО) рО) Юу 

(3) {р(х)|р(х)=р(—х)}; 

(4) {р(х)|р(х@)=—р(—х)}. 

4. 证 明 下 列 向 量 集合 组 成 线性 子 空间 ,并 求 基 和 维 数 : 
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(1) # 3 4368 3k ЙА n ost; 
(2) 形 如 (a,B,a,B,a,B,…)" 的 所 有 的 nn 维 向 量 ,其 中 a,B 为 


任意 数 . 


5. ÆR PRAK 6 ,&,,&,,&, F| ho ДЕТ, Ж 


求 向 量 6 在 指定 基 下 的 坐标 , 设 


==(1,0,0,0) 在 各 ,6,63,6, 下 的 坐标 ; 


&1= (1.2,—1,0)”, [m= (2,.1,0,1)7, 
45 名 = (1, 一 1,1,1)7， 7 一 (0,1,2,2)7， 
ё=(—1.,2,1,1)7, ї,=(—2,1,1,2)”, 


&=(—1,—1,0,1)7, n=(1,3,1,2)", 


§=(1,1,1,1)", m=(1.1,0,1)7, 
&=(1,1,—1,—1)7, = (2,1,3,1), 
名 一 (1 ,一 1,1, 一 D7， m=(1,1,0,0)7, 
&=(1.—1,—1.1)7. (),:==(0,1,—1,—1)7, 


(2) 


&=(1.0.0,—1)& 1,1,1], 下 的 坐标 . 


6. 在 RR 中 给 定 两 个 基 


&=(1.0.0,0)7, 有 一 (2,1, 一 1,1)7， 
&,=(0,1.0,0)7, 7 一 (0,3,1,0)7， 
&,=(0.0,1,0)7, у= (5.3,2,1)7, 


\ё,—=(0.0.,0,1)7, 2 =(6.6.1,3)7, 


求 一 非 索 向 量 , 使 它 在 两 个 基 下 有 相同 的 坐标 . 


7. 设 
поо 
01 о, 


(3 1 2) 


А = 


Ж RG T p k 5 A ST X 65348 Ë Pf + Җ НДК. 


为 


8. Ж K,S 是 实 系数 多 项 式 空间 三 [z] 中 的 两 个 子 集 ,其 定义 
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К={р(х)|р(—х)=-—р(®).ү z€ R), 
$={р(х)|р(—х)=р(т),у z€ R), 
A: 
Р[х]= KS. 
9. ЖУ, 5 V, 分 别 是 齐 次 线性 方程 组 
Zi 十 zz 十 … 十 Ts 一 0 
和 
Z = x = e за, 
的 解 空间 ,证 明 ， 
R"=V,@Vv.. 
10. 设 
у= (А= (а) Є R“*"|a,=0,3 i>j h}, 
Ү,= (А= (а) Є К" |а, =0. 8 ij W), 
ЗЕ; 
К" =V, V: 


11. 证 明 : 和 空间 NA V 为 直 和 的 充 要 条 件 是 
imi 
v, n >1V, = (0) G= 1,2,+е,®Ё). 


12. 求 下 列 由 向 量 {w} 生 成 的 子 空间 与 由 向 量 {B} 生 成 的 子 
空间 的 交 与 和 的 维 数 和 基 


9 ү Bi=(2,—1,0,1)", 
ww 一 (一 1,1,1,1)7， 8:=(1, 一 1,3,7)73 
wm 一 (1,2, 一 1, 一 2)7， 

вазала» о 
а = 91.1. ` > 
ү B,=(—1,2,—7,3)". 


a= (一 1,0,1, 一 DT， 
13. i$ A= (a,,) ж — 4 n Br E. £ 3Ë Ë ,而 a= (asr s o 9 7. 
B= Oyy) ,在 R" 中 定义 内 积 为 (a,B) 二 a AB REA: A 
这 个 定义 下 ,R" 为 欧 氏 空间 . 
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14. 设 
а a+b 


ё E 


v=| 


l 
作出 V 到 R: 的 同 构 对 应 . 
15. 设 六 是 微分 方程 x" 十 T= 二 0 的 解 的 全 体 
Х = (z*|=m=acost+bsint,a,b€ R.0<t<2x), 
证 明 :X Б R: 同 构 . 

16. 在 R! 中 玉 一 单位 向 量 与 (1,1, 一 1,1)",(1, 一 1, 一 1， 
1)7,(2,1,1,3)7 =. 2. 

17. 8 є.є,,6;,6,,6; Ж R° 中 一 组 标准 正 交 基 ,V 二 Span{al， 
oo) ,其 中 心 一 6 十 ea 一 6 一 6 十 ta 一 26 +e +e. K V 的 一 
组 标准 正 交 基 . 

18. VSC, ЖЖ S 1.3 # fl] 1 所 定义 的 内 积 , 若 a= (2, 
1+i,i)7,8= (2 一 i2,1 十 207, 计 算 (a,8) ,al 181 63% 
po(a,B) ,并 验证 Cauchy-Schwarz RER. 

19. 用 Schmidt 正 交 化 方法 ,将 内 积 空间 V 的 给 定子 集 S Е 
交 化 ,再 找 出 V 的 标准 正 交 基 ,并 求 出 给 定向 量 在 标准 正 交 基 下 
的 坐标 表达 式 : 

(1) у=К'.5= {(1.2,2,—1)7.(1.1, —5,3)7, (3,2,8, 
一 7)7),a 一 (3,1,1, 一 3)73 

(2) у=К*'.5= {(2,1.3.—1)7,(1,4,3,—3)7,(1,1,—6. 
0)Т,(5,7,7,8)7},а==(2,1,3,—1)7; 


а,Ь,с € в), 


OV = P, [x], 定 义 内 积 为 (f,g) = [ays ой.5 = (1, 
дух}. Ра) =1 +2. 
20. MÉE а = (1.0.2.1) ,а, = (2,1,2,3) a= (0,1. —2, 
ТААТ МУ, ЖУ ЕТУ RL Z ЯЯ N] V 
21. 判别 下 面 所 定义 的 变换, 哪些 是 线性 变换 ,哪些 不 是 ? 
(1) 在 线性 空间 Y PTE = &+а, Ф ау 是 一 国定 
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向 量 ; 
(2) 把 复数 域 看 作 复数 域 上 的 线性 空间 ,1"( 人 ) =; 
(3) ФА? PTC tti) = (ttrt); 
(4) È R°: Ф .Т(ху.х.х)=(2ху—х;.х;+ ул) 
(5) & R” P ,T(Z)=BZC,# P? BCEC”R BJ 4 Ë) 2 65 
ЗЕ; 
(6) 在 Pfx] 中 ,Tp(r)]=p(r+1); 
(7) È Р{х]Ф.ТЇ{ р(х)]=р(х).##Ф zoER 是 一 个 固定 
的 数 ， 
22. 求 下 列 线性 变换 在 指定 基 下 的 埠 阵 : 
(1) 第 21 题 (4) 中 变换 了 在 基 є = (1,0,0) ,,= (0,1,0), 
一 (0,0,1) 下 的 矩阵 ; 
(2) 六 个 函数 
é\=e“coshr, ё;,=е°зїпйбл, 
ё,=те°соз@х. ё,=те“зїпйх, 
ê= у се“созйх ， &= Е 
的 所 有 实 系数 线 性 组 合 构成 实数 域 上 一 个 六 维 空间 , 求 微 分 变换 
中 在 基 { 人 ,i 二 1,2,…,6) 下 的 算 阵 ; 


G) 已 知 R? 中 线性 变换 人 在 基 7 一 (一 1,1,1) ,7 一 (1,0， 
一 1)7,7 一 (0,1,1)7 Fái EA 


(101 
1 10|. 
—1 2 1 


求 在 基 є=(1,0,0)7,;=(0,1.0)7,є,= (0,0,1)7 КЕ; 
(4) 在 R: 中 ,线性 变换 全 定义 如 下 : 
T(7) 一 (一 5,0,3)7， 
Тр) = 00.1.6)", 
Тр) = 0—5,—1,9)", 


其 中 
ъ=(—1,0,2)7, 
?一 (0.1.1)7， 
及 一 (3, 一 1,0)7， 
RT &Җє=(1,0.0) 7, =(0,1,0)7,е,= (0,0,1)7 Т 38 É. 


b 
23. i езе |° S 左 来 和 右 来 二 阶 方 位 ,是 所 有 


二 阶 方 阵 组 成 的 空间 中 的 两 个 线性 变换 , 并 求 这 两 个 线性 变换 在 
HA FHE 


so o), e 0 


0 O \1 ol" 
И 路， eu=| 。 N 
\0 0/ 0 1 
组 成 的 基 下 的 矩阵 . 


24. it 和 ,6 人 ,6 是 四 维 线性 空间 V 的 一 组 基 , 已 知 线性 变 
Ж T É iz ta ТЕЗЕ 


10 2 1} 
— 2 1 3 
和 
Е -2 1 —2J 


(1) ЖТ &%&т=&—2& +4. =3&—&,—@ .h=t +, 
四 一 26, РЕБ; 

(2) 求人 的 核 与 值 域 ; 

(3) 在 了 的 核 中 选 一 组 基 , 把 它 扩 充 成 V 的 一 组 基 , 并 求全 
ARMET; 

(4) 在 的 值 域 中 选 一 组 基 , 把 它 扩充 成 V 的 一 组 基 ,， 并 求 
T & ik m F 6548 E. 

25. T 是 数 域 P 上 的 nn 维 线 性 空间 V 的 一 个 线性 变换 , 证 
ART £ £ Ж —1я TF 05 36 Ë Жн Б, T ARER. 
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26. ж А*=А,ВФ%=В,1#*Я: 

(1) А 5 В Aap] @5{8#3эҖ%<=—»>АНВ=В.ВА=А; 

(2) A 5 B ҖЯвЁ]4%<=>АВ=А,ВА=В. 

27. 求 复数 域 上 线性 空间 V 的 线性 变换 7 的 特征 值 与 特征 
向 量 .已 知人 & —#n B T ike 2) 


0 
a) о 
1 


о 一 o 


(2) | 一 2 


зу = 0 


4 8 一 2 
1 1 1 1 1 
1 1 —1 1 
(4) 
1 L уй 
1 1.—- 1) 
28. 在 第 27 Ай AER 3 pb B kL? ЗЕЕ, R ih 36 Ë 


忆 , 使 得 PCAP 为 对 角 阵 A. 

29. 设 作 是 线性 空间 V 上 的 线性 变换 .证 明 :7 ТЕЎ 
条 件 是 作 没 有 等 于 零 的 特征 值 ， 

30. 车 方位 AZ0, 1 4 一 0(& 为 某 一 正 整数 ), 则 А 不 可 能 相 
似 于 对 角 阵 . 

31. ж 4? 二 7, 试 证 :4 的 特征 值 只 能 为 士 1; 若 特征 值 都 等 于 
1, 则 A=]. 

32. 1®#Ң;.Ж3Е& 4( 即 4: 一 4) 与 对 角 阵 相似 ,并 且 4 一 
diag(1,,0),3t f тапк Asr. 

33. 设 >x 是 4 的 特征 向 量 .证 明 :z 也 是 f(A4A) 的 特征 向 量 ,这 
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BSA z 的 任 一 多 项 式 .对 应 于 z 的 A 的 特 钙 值 和 f(A) 的 特 
征 值 什么 关系 ? 

34. 证 明 : 不 论 4,B 为 怎样 的 两 个 nn 阶 方 阵 ,AB 与 BA 有 相 
同 的 特征 多 项 式 , 因 此 有 相同 的 特征 值 和 迹 . 

35. Ж АВ= ВА. Л.А 与 B 有 公共 的 特征 向 量 . 
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”第 二 章 EKS Jordan 标准 形 


在 第 一 章 》1. 5 节 中 ,我 们 研究 了 单纯 矩阵 化 为 对 角 阵 的 问 
题 ,而 非 单纯 矩阵 则 不 能 与 对 角形 相似 . 本 章 将 引进 -矩阵 这 个 
工具 ,将 矩阵 化 为 Jordan 标准 形 . 


$2.1 АЖ H 


在 矩阵 理论 中 ,我 们 把 矩阵 定义 为 数 的 阵列 , 即 它 的 元 素 是 数 
域 中 的 数 ,统称 数字 和 矩阵. 现在 我 们 把 数字 窍 阵 加 以 推广 ,引进 人- 
PEBE. 所 谓 和 -和 矩阵 ,就 是 以 A 的 复 系数 多 项 式 为 元 素 的 矩阵 , 故 有 
时 也 称 多 项 式 和 矩阵 . 以 下 以 AQ) ВСА) e KRR А H EE. 

例如 , 方 阵 A 的 特征 矩阵 А-А 就 是 一 个 A- RNE, Ek SE EE BE 
当然 也 可 看 作 А ЕЕН. 

4 矩阵 作为 矩阵 ,它们 的 运算 显然 与 数字 矩阵 有 相同 的 规律 ， 
同时 可 定义 正方 -矩阵 的 行列 式 , 记 为 der AQ). 显然 有 

det (ACABA) )=detA (А) • det B(2). 

ATEH AE ЕНТ LRA А ЕВ 20. #6 
等 概念 . 

定义 1 LER 4() 中 不 恒 等 于 败 的 子 式 的 最 高 阶 数 r 称 为 
АЕ 4(A) 的 秩 , 记 为 rank AC), Вр rank АСА) =r. Ж detAQ) 
0 或 det AD=0, ДЕ A(2) 为 满 秩 或 降 秩 . 

有 了 人 -矩阵 的 秩 ,自然 联想 到 它 的 初等 变换 及 两 个 A-E ЕА 
价 的 概念 ， 

定义 2 -矩阵 的 初等 变换 是 指 下 面 的 三 种 变换 : 

(1) 任 两 行 ( 列 ) 互 换 ; 
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(2) ШЖ kA RETON; 
(3) 用 4 的 多 项 式 8(A) 乘 某 行 ( 列 ) ,并 加 到 另 一 行 ( 列 ) 上 去 . 
‚ 上述 三 种 初等 变换 有 相应 的 三 种 初等 矩阵 : Ч 
Pjs Р). РОС iJ 
并 且 。 在 施行 行 变 换 时 左 乘 初等 矩阵 ， кылд шй 
和 矩阵， 
,上 面 定义 的 三 种 初等 矩阵 是 满 秩 的 . тесно Ж - 
和 矩阵 并 不 改变 它 的 秩 . 
ЖИЗ Ë A-E EE A 经 过 有 限 次 初等 变换 化 为 ав 
ВСА), ДЕ ВО) Уу 4() 等 价 , 记 为 
AQB). 
A-E ЕВ) 38 4fr £ БСН HE. ЕШ. 
《1) АЯ ADS; 
62) ,对称 律 : 若 ADS BQ) АВО) А0)» 
(3 传递 律 : 若 АОЛ) BO НОА) CO). M] AQ) CO). 
若 两 个 人 -矩阵 等 价 , 则 它们 的 秩 必 相等 ометан 
却 不 成 立 ， аны 例如 


Aw=|* 1 sa)=| ， 了 | 
-| |: ва 让 


它们 的 行列 式 分 别 为 怀 和 2%, 显然 秩 都 是 2. 但 是 由 初等 变换 的 
定义 知 ,两 个 等 价 的 人 矩阵 的 行列 式 中 只 能 相差 一 个 不 为 零 的 常 
数 因 子 , 从 而 ADE ВО) 7. 因此 , 秩 相等 只 是 -矩阵 等 价 
的 必要 条 件 , 而 并 非 充分 条 件 . 那么 两 个 入 矩阵 等 价 的 充分 必要 
条 件 是 什么 呢 ? 这 个 问题 将 在 $ 2.2 节 中 回答 . 

下 面 研究 如 何 将 和 -矩阵 化 为 标准 形 . 

B| AEE AWHEA aa #0, B АНТ 
元 素 不 能 被 它 整 除 , 则 可 得 到 一 个 АЗЕ EBW AQ) EBA 
中 的 首 行 首 列 的 元 素 Q)Z0, ВК На. ВК К. 

证 先 设 A(4) 的 第 1 行 上 有 元 素 ay ANTER а (д), 
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此 时 必 有 
ы ay (А) =ац APA) +b, (А), 
这 里 ba (#0, ВК an (1) 的 次 数 低 . 把 第 一 列 的 元 素 乘 以 
一 4) 加 到 第 j 列 上 . 即 得 到 与 4(i) 等 价 的 矩阵 , 它 的 第 1 行 第 7 
列 上 的 元 素 为 bu Q). 把 第 1 列 与 第 了 列 对 调 ,将 ba (2) 移 到 第 1 
行 第 1 列 的 位 置 ,这 样 得 到 的 庆 -和 矩阵 BRAO RRA FIRER. 

同 理 , 若 4() 的 第 1 列 上 有 元 素 ch) 不 能 被 au СА) Ж.Ш. 
可 仿照 上 面 的 做 法 ,达到 引 理 的 要 求 . 

现 设 第 1 行 和 第 1 列 的 所 有 元 素 都 能 被 au《4) 整 除 ,而 a, (Q) 
不 能 被 a, Е. 由 于 ar САВЕ an (А). іЯ ал (А) =а (А) 
YN). 将 第 1 ЗЕТЕ i 行 上 ,这 样 得 到 的 矩阵 ,其 元 素 

а (А) 一 0,o = а„(А) — ap (APA). 

显然 ,au (4) 也 不 能 整除 a (А). 再 把 第 行 加 到 第 1 行 ,这 时 
an(Ch) 没 有 改变 (注意 an'(4) =0), 而 第 1 行 第 .j 列 的 元 素 变 为 
EA Ja AD +а, A) , 它 不 能 被 cu Q) É. 此 时 化 为 第 一 种 情 
况 , 于 是 引 理 得 证 . 

定理 1 # AAH m ff n В -4ER rank AQ)=r,J 


ад 0 … 0 0 
0 аА) се 0 s Ó 
АФ | ` 635 . D 
| 0 0 e dà) ++ 0 
| 0 0 ... 0 © 0 


.这 里 ,qd (CA) 为 首 一 多 项 式 ( 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 ), 并 且 
Alda GO)=1,2,…,r 一 1. 这 种 形式 的 )- 矩 阵 称 为 4()) 的 
Smith 标准 形 . 

证 若 rank 4(%)=0, 则 A(2) 为 零 和 矩阵 ,没有 讨论 的 必要 . 现 
设 rank AQ) =r>0, Ң AWP an DEO #1, ET Я] 
的 对 调 做 到 这 一 点 . 
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如 果 A(X) 的 元 素 不 是 全 部 被 a,(24) 整 除 , 则 由 引 理 1 可 找到 
一 个 等 价 矩阵 ,使 其 左上 角 的 元 素 次 数 比 au ОК. 若 这 时 左上 角 
元 素 还 不 能 整除 矩阵 的 全 体 元 素 , 则 可 用 同样 的 方法 ,逐步 降低 左 
上 和 角 元 素 的 次 数 ,直到 得 到 一 个 等 价 和 矩阵 B(A), 其 左上 和 角 元 素 
b1;《2) 可 整除 其 它 所 有 元 素 , 且 b11(4) 为 首 一 多 项 式 . 由 于 bn Q) BJ 
整除 其 它 所 有 元 素 , 可 将 适当 的 多 项 式 乘 以 第 1 行 后 加 到 其 它 各 
行 ,使 第 1 列 中 除 (4) 外 的 其 余 元 素 全 为 0; 用 同样 的 方法 可 将 
第 1 行 中 除 b, (1 外 的 其 余 元 素 全 化 为 0. 这 样 得 到 与 4(4) 等 价 


的 形 如 下 式 的 矩阵 
(Q) 0 0 :… 0 
| 0 Cal À) сз) ++ c, (А) 
L 0 Cal À) Cal À) … сз, (А) |, (2. 2) 
| 0 Cm (3) Cuma CA) … с. (А) 


H dA E p СА) B| $ ЖРТ ВИ с, СА). 

现在 对 上 面 的 (m 一 1) X (n 一 1) 子 阵 [c OO ЈАТА ЁЁ 89 
变换 . 注意 ,这 样 的 初等 变换 也 是 对 矩阵 (2. 2) 式 的 初等 变换 . 这 样 
把 (2.2) 式 化 为 4(1) 的 等 价 矩 阵 


dO) 0 0 2 0 
0 4,0) 0 ө 0 
0 0 fs … faj, (2.3) 


0 0 fa) … (ЖО) 
这 里 di Q) |a, A) fa A). 
这 样 一 直 做 下 去 , 即 可 得 到 (2. 1) 式 右 端的 形式 , 即 主 对 角 线 
上 元 素 顺 次 为 d (А) dA) ,…,d-(N) ,其 它 元 素 全 为 0, 每 个 d, Q) 
为 首 一 多 项 式 , 且 满足 必 (i)1d -GD 一 1,2，…r 一 1. 
例 1 将 下 面 的 六 矩阵 化 为 Smith 标准 形 : 
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абы А А 一 

(+: А 

解 Ж] ААС Ж ТЛ 26468 ПН 
(1-4 R A 

AQ)=| А А А 


ГЕ" 22 А 


1А Ал ) 
ates бле 

1 А Sa 

Ti 0 
Е 

0 4 0 


r x (= 1) 
一 一 一 {0 2 0 | 


0 0 АА+1) 
$2.2 不 变 因 子 及 初等 因子 


在 8$2.1 节 中 已 经 指出 , 秩 相等 是 两 个 人 -矩阵 等 价 的 必要 条 
件 , 此 外 还 需 具备 什么 性 质 才能 使 两 个 -矩阵 等 价 呢 ? 下 面 来 讨 
论 这 个 问题 . 

Ў тапк AA) =r: 4 k<r 时 ,4() 的 k 阶 行列 式 因 子 定义 为 
ADHRA k 阶 子 式 的 最 高 公 因 式 ( 取 首 一 多 项 式 ); 当 kr 时 规 
EIE. ANH k RIRA ЛОЛЕ DA, HRE D.Q)=1. 
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定理 1 矩阵 A(4) 的 各 阶 行列 式 因 子 D, (WV)(k=1,2,…， 
2 在 初等 变换 下 不 变 , 即 等 价 的 和 矩阵 有 相同 的 行列 式 因子 
Р.) (4 二 1,2,…,n). 特别 地 ,等 价 的 六- 矩阵 有 相同 的 秩 ， 

证 我 们 就 初等 行 变换 来 证 明 , 且 证 明 过 程 中 将 &<r R >r 
的 情况 都 包括 进去 . 

首先 ,对 于 前 两 种 初等 行 变换 而 言 ,所 得 的 两 个 等 价 的 A-E 
阵 显然 有 相同 的 人 阶 行列 式 因子 DA), k=1,2,*…,n. 

其 次 ,考虑 第 三 种 初等 变换 , 即 用 初等 矩阵 P[j(9) i Jr A 
EBE АСА) 18 P[ (0) ,说 4 .它们 的 各 个 对 应 的 上 阶 子 式 中 如 
果 不 包含 第 i 行 或 同时 包含 第 i 行 和 第 j 行 ,这 样 对 应 的 子 式 是 相 
等 的 . 如 果 只 含 第 i 行 而 不 含 第 j 行 , 则 РГС) JADRE 
ERAGO (АН, A) RE GAM HADA АСАНА k 
阶 子 式 .因此 ,P[j(9) „1А СА) ВУ k ET] IN Р, (А) аєа АХА) 
- 的 大 阶 行列 式 因子 D, Q) 整除 . 但 第 三 种 初等 变换 的 道 变换 仍 为 
第 三 种 初 变换 ,因此 Di(A) 又 可 被 D,' (4) 整 除 . 又 因为 它们 都 是 首 
一 多 项 式 , 所 以 Du (2)=Di(2), #=1.2,— 

由 于 Беш rE mkia k>r Bt, AQ) D, Q) 
都 为 零 ,就 是 说 有 相同 的 秩 . 

定理 2 ЛЕ АСА) У Smith 标准 形 

diag[d (2) ,di (А), sd, (A) 0,10] 


是 唯一 的 , 且 а00 р 
=0. 
证 因为 
АСА) бав [di 0 аА) sd) ,00]， 
所 以 它们 有 相同 的 行列 式 因子 .但 A(X) 的 Smith 标准 形 为 对 角 
B.B ALD lda Оз, i=1,2,-—.r— lid =0,i>r. 8 
DW =. 
р.) 4.002003 


s k=1,2, r. ТЦ k>r В, Q) 
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D, =d; (0а, (4) -d 0А); 
DW=0 >r). 
因此 


dià) =F (k=1,2,.." ,7). 
&—1 


由 于 行列 式 因子 在 初等 变换 下 不 变 , 所 以 di(X) 也 就 唯一 地 
被 确定 。 | 

今后 称 4,5)›5 A(X) 的 第 个 不 变 因子 . 

有 了 人 矩阵 的 行列 式 因子 或 不 变 因子 ,就 可 解决 两 个 人 -矩阵 
等 价 的 充 要 条 件 的 问题 . 

定理 3 HAER AAS BO), ДАО) BO) ЕЖ 
件 是 它们 有 相同 的 行列 式 因子 或 有 相同 的 不 变 因子 . 

证 如 果 4(D~8GD), 则 它们 有 相同 的 行列 式 因子 ,因而 有 
相同 的 不 变 因子 .反之 , 若 它们 有 相同 的 行列 式 因子 或 相同 的 不 变 
因子 ,它们 就 有 相同 的 Smith 标准 形 ,因而 也 等 价 . 

考虑 到 , 任 一 复 系数 多 项 式 都 可 以 分 解 为 一 次 因 式 之 积 . 假设 
4(A) 的 各 个 不 变 因子 的 分 解 式 为 

d Q) = (А АА АА А), 
da (A) = (A = АА — А) (Q — үз! 


(2.4) 


а) = (А А" (А Ауе (А — А), | 
RE А, ,А, 互 不 相等 . 因为 d, Q) |4,0 A) ,所 以 
еее, (у= 1.2.9.5). 
由 于 А.А, 5А елет ЕК, {Н енене 
j= 二 1,2,….s 可 能 有 为 零 的 ,如 果 某 个 ej=0 (j==1,2,…,s531 二 1， 
2,…r 一 1), 必 有 
e= e= Se; j=. 


在 (2.4) 式 中 ,所 有 指数 大 于 零 的 因子 
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(А— А, =1,2,.% ,531=1,2,.°" 70 >0) 
都 称 为 A(X) 的 初等 因子 . 

由 初等 因子 的 定义 可 知 ,如 果 给 定 4(A) 的 不 变 因 子 , 那 么 它 
的 初等 因子 就 唯一 地 决定 了 . 反之 ,如 果 给 定 4() 的 所 有 初等 因 
+E A() 的 秩 , 则 它 的 不 变 因子 也 被 唯一 决定 . 这 是 因为 由 初等 
因子 的 定义 易 知 ,如 果 把 A(N) 的 所 有 初等 因子 按 不 同 的 一 次 因子 
分 类 ,并 按 各 因子 的 血 的 大 小 排列 出 来 : 

(АА), (АА), (AA) (ееп: ел), 

(А-А), (А), ++, (А—А)'з (ере ед), 


(А-А), (АА), +, (АА) (ep Len L Len). 

在 这 个 表 里 共 有 列 ,每 列 里 的 因子 个 数 可 能 不 同 ,在 空白 处 
都 用 1 补 上 ,于 是 第 i 列 上 各 式 的 积 

САА) А) AA) 

便 是 第 i 个 不 变 因 子 . ВЖ. 4 EmA EE АС) k Б.Ж 
不 变 因子 的 问题 等 价 于 求 初等 因子 的 问题 . 

定理 4 设 )- 矩 阵 

iBA 0 


АО) = 
| o co 


为 分 块 对 角形 , 则 ВСА) CAHEN ЖЯ ТВ) ЖН А (А) Ё) 
全 体 初等 因子 . 
证 先 将 有 G) 与 COM) 分 别 化 为 Smith 标准 形 
(6,0) 1 


BQ) ~ 
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cQ) | 


ССА) ~ » 


Ж, АСА) r= r +r 
HA аСТ АВ ВЕ : 
b (А) = (АА) CAA ) (А А) (k=1,2,.% 7), 
aCA) = (А-А) (АА) (AA (=1,2,.% 7), 
EE BOS СО) ЖЕЕ 915 
САА), (АА), 


(АА) оне САА) AXA) 
САА) (А), 


(АА) seee ААО САА) 
中 不 为 常数 的 多 项 式 . 
现在 来 证 明 8(2),C(X) 的 初等 因子 就 是 A(X) 的 全 部 初等 因 
+. 不 失 一 般 性 , 先 考虑 ВО) СОФА а (А-А) ВЕ З 
子 ,将 ~ 


еп» ens s буз Duis ias en һа 
按 大 小 重新 排列 , 记 为 
jj 
满足 
0< << <j. р 
H 4()) 的 分 块 对 角形 易 见 ,在 矩阵 ВО) СО) ЕШЮ Ж ` 
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变换 ,都 可 看 作 在 4(A) 上 施行 初等 变换 ,从 而 


b Q) 
b, Q) 
a Q) 
A~ 
€n (A) | 
0 0 
| 0 0 
(4—4,)\ф (А) 
(А-А) (А) 
| (à—à, +p, Q) 
| 0 0 
| 
l 0…10 


其 中 多 项 式 О). рО) ФКА A). 因此 ,在 行列 式 因子 
D, А) D, QQ)... DAOP, А-А) ВЗН ЯУ 


ул. У УЙ Л. 
BB UR ¿CO УНАА D.C) 的 关系 
= DA) = ө 

40) = бу (= 1,2...) 


а.а, A) d, ОА) еа АА-АА И јо јао 
Л.Х АС) @Җ СОАУ У 
(А-А) (0.1.2.5). 
ААА Мз, А— А, TRE ETE. 这 样 就 证 明了 
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B(4),C() 的 初等 因子 就 是 A(4) 的 初等 因子 . 

下 面 还 须 证 明 , 除 8(2),C(A) 的 初等 因子 外 ,A (A) 再 没有 其 
它 初等 因子 了 . 

因为 ADHRA r ATA Р, (А) 0 A() 的 所 有 初等 因子 的 乘 
职 . 考虑 到 


D, A) =h, СА) b. Ma О) нее, A) s, 
AWE Q-a) HAND 初等 因子 , 则 它 必 包 含 在 某 个 66 和 ), i= 
1,2, RGA) ја 1.2.60 中 . 即 A(4) 的 初等 因子 包含 在 
B( 和 和 C0) 的 初等 因子 中 . 至 此 定理 4 全 部 证 毕 . 
由 归纳 法 可 知 , 对 于 一 般 的 分 块 对 角形 矩阵 
В,(А) 
| В.А) 
AGQ)= КА P 
| B,Q) 
0 
BPH BO), i= 1.2, t 的 初等 因子 的 全 体 构 成 АСА) 2 BB 
初等 因子 . 
例 1 k FB Е 4() 的 初等 因子 .不 变 因 子 和 Smith 标 
ЖР: 


34 十 5 (4+2) 4А+5 04—10] 
А+7 (4+2) А+? 0 
А0) = š 
2—1 0 2 一 1 — 0-1 
L 0 0 (4—2)(А—5) 0 
解 ХАС) ТЫ ЗЕЙ. nj {+ 
[24+6 (4+2): 2А+6 0 | 
т=п | АБТ (А+2)° А+7 0 
AQ) =e] 
(5—1 0 24—1 Q — 1)? 
Lo 0 (4—2) (4—5) 0 


2А+6 (4+2): 0 0 
а-а АЪТ QA+2) 0 0 
А1 0 А Q— 1: 
0 0 (4—2) (4—5) 0 
A 一 1 0 0 0 
nan (АНТ @+?> 0 0 
ia-1 о à Q— 1 
0 0 GQ-2)2-5) 0 
Ар 0 0 
m-n ЈАТ +2) 0 0 
0 0 А QD 
0 0 @а—@—5) 0 
至 此 ,4(A) 已 化 为 分 块 对 角 阵 
ipa 0 
° 4w) 
其 中 
Ар „6 
aw] |: 
ї+7 (4+2)? 
А (А104 
ло Р 
(А-2) (4—5) 0 | 
对 于 A.Q. 
DNW=1, D,Q)=Q—1)GQ+2, 
所 以 


а0)=1, 4,0) =(à—1) +2)’, 


其 初等 因子 为 4 一 1) 和 (4 十 2)*; 而 对 于 A.Q), Ж 
Ю,0)=1. D,Q)= Q 2)(4—5)04— 1), 


73 


所 以 


а) =1, 4.0) = (4—2) 040—5) (4—1), 
其 初等 因子 为 (4 一 2), (4 一 5) 和 (4 一 1)?. 
由 定理 4,4(h) 的 初等 因子 为 
А1. (A—1):, 4—2, 4—5, (A+2)’, 
X rank A()=4, 故 4(2) 的 不 变 因 子 为 
а А) = (А2) (А-5) 0А 1)%(А+2)°, 
аА) =А-1, 
а) =40)=1, 
Ж. АСА) Smith 标准 形 为 


4—1 

(4—2) (4—5) (4—1) (Q + 2) 
例 2 求人- 矩阵 

А—а a 
А-а с 

А) = 

А-а c.i 

\ A—a 


的 不 变 因子 和 初等 因子 ,其 中 ,co，…,c。,-1 为 非 零 常数 . 

解 ” 因 为 A(X) 为 nm 阶 方 阵 , 所 以 DA= Aar ERR 1 
列 和 第 行 后 余下 的 (n 一 1) 阶 子 式 为 非 零 常数 cco…e-1, 故 
D,-1()=1, 因 此 


DW=D:(W=…=D, AS, 
于 是 4(X) 的 不 变 因 子 为 
4.Q)=d,Q)=--=d,_ (NV)=1, 


d,(4)= (4—a)"; 
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4(i) 的 初等 因子 为 (4 一 ac) ,其 Smith 标准 形 为 


С. 


АСА) ~ 

Е 

(А—а)" 
例 3 在 控制 论 中 ,常见 的 矩阵 是 相伴 矩阵 (友和 矩阵 ): 

0 1 0 se 0 

0 0 1 0 

A= 
0 0 0 1 
—а, Sy | s. —аұ 


KÈ BJ 8k EE ЕВУ T EERE A Smith 标准 形 . 
解 А ЕЖЕ АСА), В 


А100 O) 

0 4 —1 = 0 0 | 
А()=А-А= |-= 

0 0 0 = 4 — 

а, ал ал с а; Аа 


将 4(G) 的 第 2,3,… 光 列 依次 乘 以 人 ,和 ,一 后 都 加 到 第 1 列 
上 去 ,得 


0 — 0 0 
о a — о о 
AGQ)— 
0 0 0 à —1 
(ЛА) аа а © а +a 
WEREWERE ВО). К 


РОА) = +a" l+ Ба, 2А Hanita 


я 
detA = дев (А) = (— 1)" СА) e С 1)" != РОА), 
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即 D,Q)= f Q). 由 于 将 BO) IE n TAAR FA n—1 
阶 子 式 为 (一 1)”', 故 

р.) = 0) == 0,100) =1, 
从 而 

d (à)=d; 0) =: =d, (N=1, 

d,Q)= fO), 
所 以 АСА) Smith 标准 形 为 

1 
1 


| 1 
\ F 
Ж WREE 4 的 特征 矩阵 的 不 变 因 子 为 
1.1, 56.1. 70), 
则 称 4 为 属于 FA) 的 相伴 矩阵 (或 友和 矩阵 ). 


$2.3 Jordan 标准 形 


虽然 非 单纯 矩阵 不 能 相似 于 对 角 阵 ,但 它 能 相似 于 一 个 形式 
上 比 对 角 阵 稍 复杂 的 约 当 (Jordan) 标 准 形 J. 由 于 Jordan 标准 形 
的 独特 结构 揭示 了 两 个 矩阵 相似 的 本 质 关 系 , 故 在 数值 计算 和 理 
论 推导 中 经 常 采用 . 利用 它 不 仅 容易 求 出 4 的 乘 寡 ,还 可 以 讨论 
和 抢 阵 函数 和 矩阵 级 数 ,求解 矩阵 微分 方程 .因此 ,Jordan 标准 形 的 
理论 在 数学 .力学 和 计算 方法 中 得 到 广泛 的 应 用 . 

定义 1 形 如 


| (2.5) 
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的 方 阵 称 为 т, 阶 Jordan 块 ,其 中 可 以 是 实数 ,也 可 以 是 复数 . 
例如 


N 0 1 
pag Paia 
| 1 让 | 0 ij? 
alal о 
都 是 Jordan Ж. 特别 地 ,一 阶 方 阵 是 一 阶 Jordan Ж. 
定义 2 由 若干 个 Jordan 块 组 成 的 分 块 对 角 阵 
J, ) 


J 
š (2.6) 


J, 


JerBJ,G=1.2.,:: .,)28 m, B: Jordan 块 , 且 当 У)», = п, 


n 阶 Jordan 标准 形 , 记 为 J. 
例如 
1 
3 
i LO 
6 T 1 
у= 0 0 i 
отоо 
0 01 O 
0001 
0 0 0 0 


是 9 阶 Jordan 标准 形 . 

下面 讨论 任何 一 个 矩阵 А 与 Jordan ЈЕ ЈО 相似 的 条 件 , 以 
及 如 何 将 矩阵 4 化 为 Jordan 标准 形 J. 显然 ,对 角 阵 为 Jordan Н 
阵 的 特例 ,其 中 每 个 Jordan 块 都 是 一 阶 的 . 
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由 $2.2 节 的 例 2 知 ,(2.5) 式 的 т, 和 Jordan РЕ EE 
条 一 J 的 初等 因子 为 (4 一 和 )”i, 因 此 ,Jordan 标准 形 (2. 6) 式 的 特 
征 和 矩阵 AJ 的 初等 因子 是 同 各 个 Jordan 块 的 初等 因子 合 在 一 
起 构成 的 , 即 AUI 的 全 部 初等 因子 是 
(A—AD™, (АА). ++, (ASA 
HP AA, A ЧЇЙ A HEE 89 (8 FE RE m omaste 中 也 可 能 
有 相同 的 值 ,但 总 有 


在 (2.6) 式 中 ,jordan 标准 形 除了 各 个 Jordan 块 的 排列 次 序 
外 ,完全 由 三 个 数 所 决定 , 即 由 所 含 Jordan 块 的 个 数 4, 每 个 Jor- 
dan 块 的 阶 数 m, 以 及 主 对 角 线 上 的 元 素 所 决定 . 这 三 个 数 都 在 
J 的 全 部 初等 因子 中 得 到 全 面 反 映 . 所 以 ,如 果 不 计 较 中 各 Jor- 
dan 块 的 排列 顺序 , 则 Jordan 标准 形 可 由 它 的 全 部 初等 因子 所 唯 
一 决定 . Ç : 

定理 1 A~Je AASA). 

Ж 定理 的 充分 性 证 明 涉及 到 较 多 的 预备 知识 , 故 从 略 . 下 面 
证 明 其 必要 性 . 

E 4~/, 则 必 存 在 可 逆 和 矩阵 了 ,使 得 

P ''AP=JO, 
故 
Р\О1—А)›Р=Л41—40. 
因此 
(АГ А) ~ I-J). 

定理 2 每 个 MAER 4 都 与 一 个 Jordan 标准 形 J 相似 . 
这 个 Jordan 标准 形 在 不 计 其 中 Joradn 块 的 排列 次 序 时 ,完全 由 
和 矩阵 4 唯一 决定 . 即 每 个 矩阵 都 有 Jordan 标准 形 . 

证 in BER 4 的 特征 矩阵 A1— A 的 初等 因子 (也 称 为 矩 
阵 4 的 初等 因子 ) 为 
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СА ә". (А— А)", +, (А А)", (2.7) 


ААА 及 mov 中 可 能 有 相同 的 , 且 у) т=п. 


izi 


每 个 初等 因子 (4 一 2 六 对 应 于 一 个 Jordan Ж Ј,, ERRA т, 
HIRTZ А А. 这 些 Jordan 块 构成 一 个 Jordan 标准 形 /, 经 过 计 
算 可 知 ,J 的 全 部 初等 因子 就 是 (2.7) 式 ,因为 /与 4 有 相同 的 初 
等 因子 , 亦 即 A-A 与 人 一/ 有 相同 的 初等 因子 ,因此 (一 1) 一 
(7 一 J). 由 定理 1 知 ,A~J. 

如 果 还 有 约 当 标准 形 /', 使 得 /~4, 则 .与 4 也 有 相同 的 
初等 因子 . 因此 ,J 与 7 在 不 计 其 Jordan 块 的 排列 次 序 时 是 相同 
的 . 这 样 就 证 明了 唯一 性 . 

推论 HEE 4 可 对 角 化 的 充 要 条 件 是 A 的 特征 矩阵 的 初 
等 因子 全 为 一 次 . 

її ЖЕ 


的 Jordan 标准 形 . 
解 ” 先 求 一 4 的 初等 因子 . 


[А+1 2 = 1 0 0 1 
А-А | 1 “—¿ —3 š: А-1 0 
La 1—4! lo о a=» 


因此 ,1 一 4 В) SBS A A1 ,矩阵 А 的 Jordan 标准 
形 为 


例 2 ЖЖЖ 
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= 
© 

о о н o 

t > Ф 


的 Jordan 标准 形 . 
解 矩阵 4 的 特征 多 项 式 为 
р, СА) =det А-А) 
4—2 0 =й. =] 
—6 4—1 一 4 一 4 
—10 0 à —4 
一 7 0 т А-2) 
= (4—2) (А—1)°, 
去 掉 杂 一 4 的 第 4 行 第 4 列 后 的 余子 式 M, 为 


=det 


4—2 0 =g 

Mu=det| 一 6 4—1 一 4 

—=10 0 А 

= (4—1) 04:— 24—20), 

同 理 可 得 

-6 一 4 一 4 

Mi=det| 一 10 А 一 4 

一 ? 7 4—2 


=—2(3#+284—40), 
因为 Mw 与 W,: 互 素 , 所 以 D, Q) = 一 1, 进 而 有 
D,Q)=D,Q)= D,Q)=1. 
因此 ,A 一 4 的 不 变 因子 为 
d,Q)=d,Q)=d,Q)=1, 
аА) = ADA, 
初等 因子 为 (2 一 2) 和 (4 一 1)?, 所 以 A 的 Jordan 标准 形 为 
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例 3 REE 


的 Jordan 标准 形 . 
解 将 4 写成 分 块 形式 


4 


其 中 


Ж 2” чо А 1-1 中 
先 分 别 求 出 子 和 矩阵 A,A 的 Jordan 标准 形 . 由 
А-3 一 1 
0 зы) 
可 知 ,4, ВОК а, О) 1,400) = Q— 1, ОА T 3 
0 一 1) 因此 


E 


FR A 
anhel |. 
lo 1 


再 由 
[А-2 二 
аа ;| 
可 知 ,4; 的 不 变 因子 为 a, Q) 二 1,d;(X)= (4 一 1)?, 故 初等 因子 为 
(4 一 1)?, 因 此 
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Аал ү 


于 是 得 到 A 的 Jordan 标准 形 为 
ЖЕ: 


Ё | 0 1 
J= | 三 
| J] 


J2) 


1.17 
0 1 

上 面 介绍 了 将 方 阵 A 化 为 Jordan 标准 形 的 方法 .我 们 知道 ， 
Ж 4A~/, 则 必 存 在 满 秩 方 阵 P.E P 4P=./. 在 通常 情况 下 ， 
如 果 只 需 找 到 Jrodan 标准 形 , 则 不 必 求 Р. 但 若 利 用 Jordan 标准 
形 求解 微分 方程 组 ,就 少不了 求 P. 下 面 介绍 求 忆 的 一 般 方 法 . 

i P Hn ЭЛЕ. 的 某 个 Jordan B J, X m, 阶 ,其 主 对 角 线 
元 素 为 ,它们 在 J 中 的 行 数 与 列 数 分 别 为 wi 十 ms 十 … 十 mi-1 十 
l, mtm ttm- + 2, c, mi +m + +m,- Tm, YO P 60 
BAIE EDAH a ЙЇ 

Р рота, ат). 

为 了 方便 起 见 , 将 编号 т ооа mi Fo dm 2, 
1, m+ +m. +m A 1.2....m.38 А10 5 А.Ш P AP 
=J 得 4AP=PJ ,从 而 

AC se). 


| 
| 
\ 


внер ну 


由 此 得 
ASAM, 
Ат = + À 
An, =), FAN, + 
即 


(АА) =0. 
(МА) = т, 
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(АГ АЭ = =", 
车 记 Н=^Л1— А.Е 


Нт,=0, 
Иң = —т. 
Нр, = — Ym, -1+ 


以 SCORRE H 的 列 向 量 张 成 的 线性 空间 . Кул € S CH) E 
H7, 二 一 四 有 解 的 充 要 条 件 , 而 ESCH) 的 充 要 条 件 又 是 7 与 
S(CH)+ 中 的 一 切 向 量 正 交 , 这 又 等 价 于 与 SCH)+ 的 一 个 基 正 交 . 
SH) ЕВУ H'X= 0 的 一 个 基础 解 系 . 因此 ,为 了 
使 Hy,= 一 四 对 7 Яй. 应 这 样 求 出 : 

(1) 求 出 HTX=0 的 一 个 基础 解 系 piper pe 以 pT ,pI 
тәр 为 行 向 量 构 成 矩阵 В. 

2) ufi |х=о АЕА а ЕНЕ M- 

(3) 同 理 可 得 ,对 k=2,3,… ,1m 一 1, 向 量 办 为 


=? 
的 一 个 非 零 解 . I 


(4) 7 为 方程 HX= 一 7 ,的 非 零 解 . 
按 上 述 步 又 ,可 依次 求 出 тә ы. 
例 4 设 


(=3 1 7] 
Ж А 的 Jordan 标准 形 /, 并 求 Р. POAP=J. 
# ”由 初等 变换 可 得 
83 
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à+4 —2 —10 
ША а 0-8: —q 
з узд] 
2+4 一 2 一 10 
=” ej | 4—2 一 
am же] g 
A 0 
30 
————=——.|м3—5 А-2 一 6 十 10 
са 502 
о .=1. 4-2 
А-2 —2 200—2) 
eat 2e 3—5 А—2 0 
0 -1 А2 
А-2 0 0 
站 一 2r3 
A yy 0 
o —1 А-2 
4—2 0 0 
r+ (A—2)ra 
- „034—5 0 (一 2 
0 —1 2-2 
4—2 0 
~|0 (4—2): 3) 一 5 
0 2-2 
0 0 1 
а-а | 
-|0 (4—2): 3—5 
o А-2 


六 一 (一 2)rz 


所 以 
2 
А~Ј= |0 
(0 
令 
6 
H=2I—A= |4 
3 
求解 方程 组 H'X=0.Bj 
[в 4 
|—2 一 1 
\—10 —7 


1 


0 @—2)#* 0 
0 —Q—2 0 
1 0 0 } 


10 1 0 $ 


о 0 (4—2)? 


00210 
= py: жез 
117.5 


3 
=1|Х=0, 
一 5 


解 得 X=k| 0 | , 故 可 取 В=(1,0,—2). 


一 2 
由 方程 组 
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即 
即 


=» 


0 

1j. 

0 
HX 


Hh 


0 
1 


0 


解 得 X =k 


即 


{2 0 =] 
= (hoh) 1 1 3. 


uo о 
检验 得 
和 
АР=РЈ= |2 3 ч) А 
P T. 0 
ШП 
P 'AP=J. 
故 所 得 的 P 确 为 所 求 . 
例 5 求解 微分 方程 组 
dr 
ү эмр 
dr, 
3 


解 ”将 方程 组 写成 矩阵 形式 
dX 


w AX. 
其 中 
区 —1 1 °) 
Х= |2; A=|—4 3 0j. 
(5) - 0 2l 


àL- А 的 初等 因子 为 (4 一 2), A1) ТИ 


2 0 0) 
А~Ј= |0 1 1|. 


0 0 | 
Р 1'AP=J, 即 AP=PJ. 令 
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P= (тїзїї), 


Ал,=2%,. 
Ат =. 
Ат =h +7. 
H Ау = 2, В0021— А) 7 = 0,19 7 = (0,0,1). 
对 于 特征 值 1, 记 


2 —1 0 
Н=1-А= —2 о |, 
(=1 0 -1 
则 HTX=0 的 基础 解 系 为 (2, 一 1,0)", 取 8=(2, 一 1,0). 由 
а Х=0 
(| чү 
得 基础 解 系 为 (一 1, 一 2,1)7, 取 =( 一 1, 一 2,1)". 由 
HX=—m. 
得 一 个 非 零 解 (1,1,0)", 取 7 有 ==(1,1,0)". 因 此 
Ë —1 1 
P=00.pb.0m)=|O 一 2 1. 
ll 1 0 
作 线 性 变换 
X=PY, 
p 9 1 x 
ДР Y= ynyd AA =АХ.@ 
p Y= Арү, 
B 
Yip 'APY=JY, 
因此 
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由 第 一 ,三 个 方程 解 得 
у= е", y =e, 
代入 第 二 个 方程 得 


I 
Ge Sythe, 


解 得 
у =е (6+0. 
又 由 X=PY, 得 
X= 一 y+ y= e (6—3), 
z,=—2y Буз =е (0—20, 263), 
у е. 
EP tokoh, 为 任意 常数 . 


$ 2.4 Cayley-Hamilton 定理 ”最 小 多 项 式 


1. Cayley-Hamilton 定理 


先 给 出 -矩阵 的 多 项 式 写 法 . 例如 ,二 阶 三 次 А-А Е 


在 十 人 十 1 А-А+1 
AQ)= "ЖЕТ, 
L 3—1 XHAR 
可 写 为 
机 十 0 十 4 十 1 | 
А04) = 
А ОЕ 和 十 入 十 OA 十 2 
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1 O [0 1] (1 = 1 1 т 
= А+; |+ | jaf j 
lo 1) 10 1) 10 
0. ТЧ m @ n Br 2-5EBE ВСА) S A 
ВО) = В.А" + ВАС! + ee t B. 2 + Bno (2.8) 

其 中 BG=0,1,…,m) 为 nn 阶 常数 矩阵 , 且 称 (2. 8) 式 为 人 -矩阵 
B(4) 的 多 项 式 写法 . 

同 普通 的 关于 某 个 变 基 的 多 项 式 一 样 , 形 如 


аА" Ha A" 15 +a, AH and 
的 式 子 称 为 方 阵 4 的 多 项 式 , 其 中 a, 为 常数 ,m 为 正 整数 . 
例如 , 设 4 的 多 项 式 P(A) 为 


ФА) =а,А" аА" Ба, 4+a,,. 
А J n ЭРЕ. Д] 
ФА) = аА" + aA" H Ба. А + а, 
也 是 п 阶 方 阵 . 
下 面 的 定理 表示 和 矩阵 4 与 其 符 征 多 项 式 f(A)=det (А-А) 
之 间 的 一 个 重要 关系 . 
定理 1(Cayley-Hamilton 定理 ) i ЛА) HEE 4 的 特征 多 
项 式 , 则 
f(A)=0. (2.9) 
证 设 8 为 4 的 特征 矩阵 (X1 一 4) 的 伴随 和 矩阵 ,由 伴随 矩阵 
BJ E X HL, ВЕНЕ В 的 元 素 都 是 (X17 一 4) 的 各 元 素 的 代数 余子 
式 , 即 为 的 次 数 不 超 过 一 1 的 多 项 式 .所 以 8B 是 n 一 1 次 Ж 
阵 , 记 为 . 
B=B,2" HBA В, A+ B. A. 
并 且 有 
BQI—A)=(QI—A)B= (АІ, 
即 
(CBX 二 BN H HB, AHB, (A—A) 
= (P +a 0 на, ÀA+a,) lI, 
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比较 两 边 系 数 ,有 
— B,- A=a,l, 
—B,_,A+B.-,=a,- I, 
—В,„-,А+В„-,=а„.41, 


—В„А+В,=а\1. 
B.=1. 
依次 用 17,4,4:,…,4" 右 乘 以 上 各 式 ,再 两 边 相 加 得 
O=a,[+a,- A+. a A" !+А". 


即 
f(A)=0. 
例 1 设 
1 0 =t) 
А= |0 w V2i， 
0 0 wJ 
кфо 1031 ур дь 


E ЛЕА 的 特征 多 项 式 为 
(4—1)(4—@)(4—®)=3—1, 
由 定理 1, 有 4 一 T=0, 即 4=7, 所 以 
А" = (А?) + A=A. 
例 2 设 


求证 : 
4 一 4 十 4 一 7 (п223). 
证 易 知 ,矩阵 4 的 特征 多 项 式 为 
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РСА) = (А-1) (4—1), 


Ф 


в) = А" 2-41 

=m "AR DR 

=Q DO:—1) 

(А ӘСАСА A :十 十 4 十 1) (А223), 
由 定理 1 可 知 

g(A)=0, 
因此 
А"=А" 十 4 一 了 (之 3). 


2， 最 小 多 项 式 


，Cayley-Hamilton 定理 表明 ,对 于 任何 方 阵 4, 总 可 以 找到 变 

Ht À В) £ mi zÀ YA) ,使 得 0А) =0. 

定义 1 凡 使 和 )=0 的 4 的 多 项 式 YA) 称 为 矩阵 4 J МЕ 
多 项 式 ( 一 般 取 系 数 为 1). 

由 定义 1 可知 ,Cayley-Hamilton 定理 表明 ,4 的 特征 多 项 式 
是 方 阵 4 的 一 个 汰 化 多 项 式 .显然 ,4 的 零 化 多 项 式 不 是 唯一 的 . 
因为 零 化 多 项 式 乘 以 任意 一 个 多 项 式 后 仍 为 索 化 多 项 式 . mE., A 
的 特征 多 项 式 也 不 一 定 是 4 的 次 数 最 低 的 零 化 多 项 式 . 

例如 , 设 


[3 —1 0) 
А= |о 2 0[. 
LT =P 2] 


它 的 特征 多 项 式 为 SA = (А—2):04— 3), f(A)=0. 8 mA) 
(2 一 2)(4 一 3) ,容易 验证 m( A)=0. 

定义 2 Ж ЖА 的 次 数 最 低 的 首 一 零 化 多 项 式 称 为 4 的 最 
小 多 项 式 , 记 为 mA). 

定理 2 多 项 式 YA) 是 矩阵 4 的 零 化 多 项 式 的 充 要 条 件 是 
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ж (А) JPA). 特别 地 ,有 тА) РО), жатан 
征 多 项 式 的 因 式 . 
证 设 w) 是 4 的 零 化 多 项 式 , 其 次 数 自然 不 比 mH 
数 低 , 以 m (Л) gO) .得 
KA= AMAD rA) 
XE (А) 0 86 САНК ИК mx(4) 的 次 数 .于 是 
ФСА) = д0А)т(А) (А). 
H (0А) =0 #1 m(A)=0 904) =0. #04)30, BJ > (A) 9 А 09 
次 数 低 于 т (A 4k Z TJ yÇ AI m Q) Е 2008. 因 
Ж.С) ==0, р» СА) 10А). 
ZË mAP, l| (А) = (А)т (А), F E 
ФКА) = 4(А)т(А)=0. 
即 ФА) A (2277150. 
定理 3 “相似 矩阵 有 相同 的 最 小 的 多 项 式 . 
证 设 4~ 避 , 则 存在 可 道 和 矩阵 己 , 使 得 
4 一 P-IBP， 


若 fCB)=0.W|#r 
/Cd4)=FCP-BDP) 一 P-LFCD)P=0. 
注 定理 3 的 逆 定 理 不 成 立 , 即 最 小 多 项 式 相同 的 两 矩阵 不 
一 定 相 似 . 例如 , 设 


它们 的 特征 多 项 式 分 别 为 (3 一 2) (4 一 3)*? 和 (4 一 2)*(4 一 3), 由 它 
们 的 特征 多 项 式 不 同 知 它们 不 相似 . 但 是 它们 有 相同 的 最 小 多 项 
式 (4 一 2) (4—3). 

由 定理 2 可 知 ,mx(23)1f(X) ,那么 商 
定理 回答 了 这 个 问题 . 


LO акр? 下 面 的 
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定理 4 n PER A ИЕЛ £ ri yÇ SJ: Z BJ p ШЕН BE (AT — 
4) 中 的 第 CREAT а, СА) A 
FA) дето А) _ de (А-А) 
m (Q) mQ) d, À) 
证 明 参 阅 张 远 达 《线性 代数 原理 ) 第 215 页 . 
推论 1 方 阵 4 的 特征 多 项 式 的 根 必 是 其 最 小 多 项 式 的 根 ， 
证 将 4 的 特征 矩阵 和 2 一 4 化 为 Smith 标准 形 
о) 


=D,- (2). 


РХ | d, (À) 
\ а„О)) 
于 是 | 
fOQ)=de AIA) =d, Ad: (A) Z, Q). 

ФРА 为 Fi) 的 一 个 根 , 则 由 A= TA 必 为 某 个 2,Q) 
HJIR. NEH dA) 1а, AOTEA у а САВО ДА, 为 m(2) 的 根 , 

НР ГООО ЗВОНА. й 

ГО) = (АЗА) АА) АА)", 


其 中 Ym, = n HED т,20.24 © j 0,5, К 
тА) = (A mài) (A A). (АА) 
其 中 1</<m. i=1,2 t. 特别 地 , 当 每 个 m=1 时 ,有 :=n， 
且 每 个 4=1, 因 而 这 时 六 (= 六 A). 这 就 是 下 面 的 推论 ， 
推论 2 EBE 4 的 特征 值 互 异 , 则 它 的 最 小 多 项 式 就 是 特 
征 多 项 式 . 
例 3 求 下 列 方 阵 的 特征 多 项 式 与 最 小 多 项 式 : 
(31 | 
а) 3 |, 
3l 
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а с 
а с 
(2) ` ; 
izi 
\ `a 
0 0 0 .=@ 
1 0 0 ~a, gi 
3) 0 1 0 Seal, 
0 0 % 0 =a | 
‚Ж.М! Жк ЖИЕ 


Ñ (1) 特征 多 项 式 为 


А—3 . —1 
FA = ет 4—3 一 (4 一 3)?， 


1—3 
最 小 多 项 式 可 能 是 

(一 3)、 (4 3), (一 3)3 
中 的 一 个 . 通过 计算 可 知 


4—31=|0 0 0\50. 
0 0 O 
ооо 

кы 0 0|=0， 
0 0 0 


所 以 ,最 小 多 项 式 为 
т(А) = (4—3). 
或 者 用 初等 变换 将 1 一 A 化 为 Smith 标准 形 ， 


А-А =} 0 А-3 0 


0 0 А-3 
(=1 А-3 0 
-一 | 0 (4—3). 0 
0 0 А-3 


1 0 0 
—+|0 4—3 0 | 
о 0 (4-3) 
故 最 小 多 项 式 为 
m(Q)=d4,Q)= (А—3)*. 
(2) h Š 2. 2 节 的 例 2 知 ,特征 矩阵 А-А 的 第 个 不 变 因 
FH d, (A= (2 一 a)", 故 
т) = (A—a)’”. 
(3) 由 8 2.2 节 的 例 3 Я.а, СА) = ЎСА) А тА) = ГОА), Hl K 
和 矩阵 的 最 小 多 项 式 就 是 它 的 特征 多 项 式 ， 


习 题 二 


1. 化 下 列 矩阵 为 Smith 标准 形 : 
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(1) А А 一 人 


(2) 


(3) 


(4) 


2. 


a) 


(2) 


1+8 х 一 站 
0 0 0 x 
| 0 0 А-А 0 
о а-у o ol 
x-a 0 o 0) 


35+24—3 24—1 开 十 24 一 3 
4#+34—5 34 一 2 #+34—4|; 
形 十 和 4 一 2 4—1 
2А 3 0 1 A 


44 34-6 0 A+2 2А 


3—3 1—47 24-2 0 O 
求 下 列 人 -矩阵 的 不 变 因 子 : 


0 64 А 2 O|. 
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(3) 


(4) 


А+2 0 0 0 


3. KT | А-ЗЕШ& nF +; 


a) 


(2) 


4. Ж 


a) 


(3) 
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#+2 X+ 
2—3 P PA, 
E—22e4+22—1 24-1]: 
wta од J 


FSHEH 65 Jordan 标准 形 : 
13 16 16 

—5 —7 —6|; 

—6 —8 -7 

4 5 —2 

-2 -2 1 |, 

-1 =i 1 

з 7 -3 
2 
| 


《机 | 一 3 = 3]; 


(5) | 一 1 8 6 |; 


2 —14 —10 
123 4 
0123 
(6) 
0012 
0001 
5. 设 起 阵 
1 4 2 
А= |0 一 3 | 
0 4 3 
求 45， 
6. itie 
е а 
А=|2 —1 —2{. 
1 2 


Ж А ó) Jordan 标准 形 JJ, 并 求 相 似 变 换算 阵 了 ,使 得 -1'AP==J. 
7. АЗЕ 


1 0 2 
=|0 一 1 1j, 
0 1 0) 


斌 计算 24: 一 345 十 A 十 4 一 41. 
8. jz; £ Жэ] š ЗБ 4 6919 36 4 可 以 表示 为 А 的 多 
项 式 . 
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ЖЛ} Ж (A'—5A°+6A?+6A— 81). 

10. 已 知 3 Mier A 的 三 个 特征 值 为 ] ,一 1,2, 试 将 A” 表 示 
为 4 的 二 次 式 ， 

П. RFIHEE RODAR: 


3 1 -1 
a) 0 2 о |; 
Y Q 9 
Ф ро] 
(2) 1-5 7 a 
=. T .—4 


(3) nn 阶 单位 阵 L; 
(4) nn 阶 方 阵 4 ,其 元 素 均 为 1; 


а, а! а; аз 
一 а, —a a, 
(5) B= i 
—, а, а —а| 
жы. —а; q, а, 
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第 三 章 ， 和 矩阵 分 析 及 矩阵 函数 


前 两 章 主要 研究 了 矩阵 的 代数 运算 性 质 , 本 章 将 研究 矩阵 的 
极限 、 微 分 、 积 分 等 分 析 性 质 及 理论 . 这 些 理论 已 广泛 应 用 于 各 个 
领域 ,而 且 已 成 为 应 用 数学 中 最 基础 的 内 容 之 一 . 


83.1 基本 概念 


1， 和 撼 阵 序列 的 极限 
按照 一 定 的 顺序 ,将 可 数 个 nn 阶 方 阵 排 成 一 列 : 
Ars А, =, Аш, се» (3.1) 
称 这 列 有 次 序 的 矩阵 为 矩阵 序列 , 称 An 为 矩阵 序列 的 一 般 项 . 
定义 1 А, = (207), m=, 2 ,如 果 对 任意 的 i,j, 有 
тажа, ј = 1.2. n, ИЕ БЕЛЕЎ (An ИРЕ А= 
(a) тА. А И ЕВЕ СА. В. 
， 性 质 1 (А) УВ, п ТЕ ВЕЛЕ, Т 
lim An = A. lim B, = b, 
则 
lim ФА. 28.) =kA+IB. 
lim (А„В„)=АВ, 
яф. 为 任意 的 常数 . 
性 质 2 如 果 limA.=A, H AAT 都 存在 ,mm 一] ,2,…, 则 
тА," 存在 , 且 
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lim А„! = А 
2. 矩阵 级 数 
定义 2 ”如果 给 定 一 个 阶 矩 阵 序列 
py E E 


则 由 这 ИЙЕ РЕЛЕ IIHI ЛАЙ KIER 
А + À, ++ + A, + ° (3.2) 


ml n 阶 答 阵 级 数 , 记 为 Уа, ор 


DA 
其 中 第 mw 项 А„ 叫做 级 数 的 一 般 项 . 
作 级 数 (3. 2) 式 的 前 必 项 的 各 
З= 4 十 4: 十 … 十 4。 
称 S, 为 级 数 (3. 2) 式 的 部 分 和 ;并 称 和 矩阵 序 
Sis $;, °, Smo * 
为 级 数 (3. 2) 式 的 部 分 和 序列 . 
定义 3 ”如果 级 数 (3. 2) 式 的 部 分 和 序列 的 极限 存在 , 设 为 5， 
则 称 S 为 级 数 (3. 2) 式 的 和 ,并 称 级 数 是 收敛 的 , 记 为 $ = 


УЛА, AURARO. 2) 式 是 发 散 的 . 


显然 , S = Ха. ЩО ЕЗЕК О 7.71.2, 
п. У a apuk t. 
з. 函数 矩阵 及 其 极限 


定义 4 WREE 4 的 每 一 个 元 素 a 都 是 变量 1 的 函数 , 则 
PE E i 
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ам) apt) сз an) 
an lt) а) … а, (1 


| 


Amt) aG) + ¿Gy | 


A(1)= | 


为 函数 矩阵 . 

定义 5 如 果 对 任意 的 i,j,1SiSm.1 二 jn, 都 有 lima(1) 
=a s ЇЙ ШЕ AU = Са, (0) . fE rt. 时 极限 为 A= (а). 

性 质 3 i lim ASA, HABO SE 

(1) 如 果 А00). BOEI nn 阶 年 阵 ， 则 

ш, AG)-+BG)]= A+B= тас) т (о); 
(2) 如 果 AWMI ВО) пхп ТА пе W RE Ж. 
x lim AG)BGD]= АВ = тА) тв); 
(3) ЩА.) 
lim [kA ]J=kA = klim AC) 

定义 6 HAREM AOP fi Jë a, (OWE t, АКЕ Е.И 
да), 处 连续 . 如 果 所 有 元 素 a OHE Cab) AE AEE, 
MADEG DAER. 如 果 4(7) 在 (a,6) 内 连续 ,并 且 所 有 的 
wii) 在 (点 右 连续 .在 6 点 左 连续 , 则 称 4A(4) 在 [a,b] 上 连续 . 

对 多 个 自 变 基 的 情况 ,可 类 似 地 定义 极限 、 连 续 等 概念. 


§ 3.2 函数 矩阵 的 微分 和 积分 


1. 函数 矩阵 的 微分 和 积分 


定义 1 设 函 数 矩 阵 A(+) 中 所 有 元 素 a OKE t ARER 
区 闻 内 可 微 , 则 称 函 数 矩 阵 A(1) 在 ,点 或 菜 区 间 内 是 可 微 的 . 若 
A() 可 微 , 其 导数 定义 如 下 : 
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А' (0) = (a, а)). 
同样 ,A4(1) 的 高 阶 导数 定义 为 
А"а)у=‹(А'@))'. ++. AP O= [AP F. 
性 质 1 RARER AG), BORT T. 
(1) Ek УЖ. 
[RAM] =kA' (t); 
(2) # ANS Ва) ару И. Wil] 
[А@)+В@а)]=А'@)+В'@); 
(3) # ANH BOTUAR, А! 
[AWB OY =A DBA B G); 
特别 地 ,车 AOR ВО) И A R BWE 
` [ABDİ =АВ'а). [AG)B])=A008.. 
注 h PERERA SU ЛЕ E , 故 不 能 颠倒 性 质 1 的 (3) 中 
乘积 因子 之 间 的 顺序 . 例如: 
ГАС) =A'GQ)AG)+TAGQ)A(0322AG)A' (0). 
性 质 2 设 А) ГУБ ЕЕ и S C) 5—70 НГА 
数 , 则 


[ACOD J= А WF G). 
性 质 3 АО КНЕ A :CD) 都 是 可 微 的 , 则 
ГА N] =A ODA MA A). 
证 НАСА 0) =, 88 
АССА DT HADA U) =0, 
故 
ГА 10) =A ААО). 
对 多 元 函数 ,也 有 类 似 于 上 述 公式 的 偏 导数 公式 ， 
Ф Ы Хе (0) оа СР) r.) 及 对 称 矩阵 AG) 
=(a,G)),. 都 是 可 微 的 , 求 二 次 型 XYAX 的 导数 . 
Ж (X'AX]J=(XU'CAX)+XI (AX) 
=(Х'АХ+Х”А'Х--Х"АХ'. 
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因此 


СХТАХ)У =X7TA'X+2X'TAX'. 


特别 地 , 当 4 为 常 值 对 称 矩 阵 时 ,由 于 


СХТАХ)' =2ХТАХ'. 
例 2 RARER 


AQ)=| 
0 
试 计算 : 

(1) А! (е) А") A"); 

(2) ААО! 

(3) [A 1607. 


(1) A' (0) = 


| 
ro- 


0 
avo=] |. 
0 0 


доо 5 


D АО) |= е. А013. 


(3) ER AMPÉRE H. 
Ey | š 
A @)=T4A@)14 (0) 
BESAS 22| 
al 1 | 


=t 
11 
t 


F 4 一 0, 故 


由 于 (X ) АХ 是 一 阶 矩阵 ,因此 其 转 置 矩 阵 等 于 自身 , 即 
(Х'уАХ=[(Х”)'АХ] =ХТАТХ' =ХТАХ', 


105 


ЖКГА]. 


| 0 Sel 
z 
[A 007 = | 
2 3 
t t 


注 ERARA COY = 一 4-1(1)4'(1)4-1(1) 来 直接 求解 
例 2 中 的 (3), 则 计算 较为 复杂 . 
定义 2 RERE E AO = (a,(1)),x, 中 的 每 个 元 素 a, OE 
[a,b] 上 是 可 积 的 , 则 称 Ас) Еа) ETRA EX 
Гадо = (Гаа) . 
例 3 uB KOE 
Яз ¿sint 一 cost 
М (собу sint | 
* [awa 和 | f ao HE 
解 


f (~ cost)dr 


Í A(t)dt = 
° 


Я a 
costdt | sintdz 
ts ° 


| | 1 一 cost 一 Sint 


\ sin? 1 — cost 
|f awar)’ = лао yx 


| — соз?) 


COS sing? 
2. 数量 函数 关于 矩阵 的 微分 
在 场 沦 中 ,我 们 对 数 其 函数 (x,y,>) 定 义 梯度 如 下 
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grad “=vVu=| 04 ` 
这 可 以 理解 为 数量 函数 w(x,y,x) 对 向 量 (x,y,z) 的 导数 . 下 面 我 
їн жергуннаниннен. 


定义 3 і у= /(Х) = болел, Tistet z, 有 偏 
导数 ,定义 y= SOONE X= сл эх” 的 导数 为 
SLA А 
dX (‘а ar с! 一 grad/， 
”而 数 基 函 数 y= ОХНА X = (zi ,zz) 的 导数 定义 为 
аг (ааа 
dX7 (ак, 'аг,' р 
显然 
df I"_df 
Ба ах’ 


Ж, у= (ОХ) = (аон Eus Tns Ers Ems s 


оа ВР z (ЙЕ, IE СК y= /(Х)Я} 
矩阵 X=(zv)wxv 的 导数 为 


(а Æ u ай 


|n Miz ax, 
JA ar . ar 
= йш ars arn |, 
у af аг 
【ar Alm Imn 
BOE 3 ИЛЕН FEER: 
性 质 4 йуж X HSER mR RSE 
存在 , 则 Р 
d А _dFCX) , dg(X) 
D gg UOO) d + ах? 


D Aoao y OO, 
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例 4 设 矩 阵 及 其 数量 函数 分 别 为 


ЕТИ ху] 


| 
| 
ra za e хы) 
y = О = ху + zi, + = + rl, + zh + zh + °= 
+ z, + = + z, + The + бб + л 


ww 
-È я. 

isl jal 
K dy 
Жау 

@ ”由 于 
22а, (一 1,.2, тј 1.25.7). 

则 


= (2х„)„х„=2Х. 


设 X 同 例 4， вт 


ХХ? = У) У) = О), 


由 例 4 可 得 到 关于 迹 的 导数 公式 . 
性 质 5 X= a)ren B=), A= (al), s | M 


d 
a) ggr xX ”=2Х; 


d гу НТ. 
(2) ВХ) = gr В") = В"; 


d T а т 
(3) тут ХТАХ) = (A+ADX. 


0] 5 设 二 次 型 


у= AX) = ХТАХ = J atj» 


nj! 
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HEP, X= sre 
解 因为 


д 
故 只 要 求 出 部 ‚5=1.2,+з, 
дг, 


由 于 
= $ Dama, 
= > Уа ахх; + 2 > anzz, + auzi, 
= = р 
故 
2: с 
Е = 2 ааз, + 22045» 
= 2X anz, 
= 
= 252425 
= 
从 而 
g = (2346752 D ayz, n25 аут, 
= m = 
= 2АХ. 
З. 向 量 函 数 对 向 量 的 微分 
设 
Е [a СХ) 
| 
ЕЯ | |а,(Х) 
щч ‚|, a(X)= . ` 
(а, ] а„(Х)) 


r d 
эх)” „А== (a), B ATSA RI 
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ХТ лу л) 
a (X)=(0 (NX) а: СХ), уа, (X)). 
定义 4 а (Хә) .а (ХӘ), awn(X) 对 x 二 1,2,…,n) 的 偏 
导数 部 存在 ,定义 向 其 函数 a7(X) 对 向 其 XX 的 导数 为 一 个 nXm 
阶 和 矩阵 , 它 的 第 * 列 向 基 就 是 w(X) 对 向 基 X 的 导数 , 即 


MaX) 
Ax, 
ju, (X) 
вагою) | сен Чч 
dX k Е Т, 
Mn X) 
Әг. ЖЕН 
同 理 ,a(X) 对 X" 的 导数 定义 为 
(a) анх) у ан) 
ШЕ dez дг, 
да da ( X) 
бХ) |77 ар - 
ах 
易 知 
du” (X) _ j da (X) 
下 a) 
ах __ах' 
dax" dX 


性 质 6 iAH xm НЕ SOO 18 Ht ХОЛ ШИРЕ 
数 ,a(X)， л 的 m 维 列 向 其 函数 , 则 


da”(X) , dor (X) 
Q) jy ато H XD = ту х + > 
да? Л? 


Лх). ат 
iX (X)+ К) ; 


(2) Oda a=" 


110 


ao d _ da(X) 
O ggr ua =A 900, 

TOX Тт 
(CD дун Оооо Oy y OO ах); 
А д, ri vvdaCX) rey db(X) 
(5) аут (N)>(X))=b! (X) «х? Ta (X) ЧХ 


证 (1)、(2) 的 证 明 是 显然 的 ;(3) 作 为 练习 ; (4)、(5) 的 证 明 
类 似 , 仅 以 (4) 为 例证 明之 . 由 于 


a ODAN) = N a, (XX), 


Ma OODOO RE bhit X 的 数量 函数 , 按 数 世 函 数 对 向 量 的 导 


数 的 定义 ,可 得 


а X) + LASSA 
ro Ва 
| 
Ма 0) оуу а (у) 0 
Ру э "ОЮ + a (X) ч || 
| 
| | | 
| Ef aA), | DX) | 
上 | Ы + a (X) 2 一 | 
(h ha, (X) ts æ (X) 
уу ООо TS DX) 
[X 200 | a QO Ea 
"ү а„(Х) |, D(X) 
_ | 之 6X) А | eX) aa 
| т a (X) | DX) 
уі 04), › ISA À д 
Рр ы, 000) |000 = 
_ da! (X) ,db'(X) 
XT Ny 


例 6 А> (а). Е.Х rrna) RR 
性 向 基 函 数 y= АХ 关于 向 其 XT 的 导数 . 
Ñ 由 性 质 6 的 (3) 可 得 . 
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д» 和 cn 4 да. А1=А. 
例 6 也 可 按 下 列 方法 求解 :由 于 
Уа 
= 
©з 
Ja Yasa, 
Ja 
按 向 量 函数 的 导数 的 定义 ,有 
а ayz; aX ayz, aN anz, 
Ja т j=! 
| аг дг, дг, 
ду = 
іХ = | 
p> aD áut а ant, 
[ ar, дт, ат, 
а K 
ün ар а,, | 
= | 
| 
| 
аы “a, ам) 


$3.3 向 量 和 矩阵 的 范 数 


从 计算 数学 的 角度 看 ,在 研究 计算 方法 的 收敛 性 和 稳定 性 问 
题 时 , 范 数 起 到 了 十 分 重要 的 作用 .下面 对 向 量 和 和 矩阵 的 范 数 作 进 
一 步 的 讨论 . 
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1. 向 量 的 范 数 


定义 1 设 V 是 数 域 P( 实 数 域 或 复数 域 ; 上 的 性 线 空间 . 如 
果 对 任意 xEV ,都 对 应 一 个 数 上 x EP, 且 满足 下 列 三 条 性 质 : 

(1) 正定 性 :对 Y z€ V.B +Z0,# | = | >0; 

(2) 蛮 次 性 ;对 Y REP EVA 

l kri = (А1115 
(3) 三 角 不 等 式 : 对 Y x,yEV ,有 
1+ 1 lel + һу. 

则 称 V 为 赋 范 线性 空间 , 称 | z | ЖУ 中 向 量 x 的 范 数 . 

由 定义 1 可 知 ,向 量 z 的 范 数 是 按照 一 定 的 规律 与 x 对 应 的 
非 负 函 数 ,这 个 函数 是 什么 并 没有 说 明 . 但 只 要 满足 定义 中 的 三 条 
性 质 ,这 个 函数 就 是 x 的 一 种 范 数 . 因此 ,我 们 有 时 称 定义 1 中 的 
三 条 性 质 为 范 数 公理 . 因此 可 以 说 , 凡 满足 范 数 公理 的 实 值 函数 都 
可 以 定义 为 向 量 的 范 数 . 

性 质 1 向 基 范 数 具 有 下 列 性 质 : 

(1) 151 =0 当 且 仅 当 z=0; 


суз Пов трае 
(3) ЖУ LEVE 1-21 =l zl; 


(4) 对 Y z.y€V.# |z] = 1У1< 1—11. 
证 (1) #х=0, 
а 1 = о = По • 2 | = 10112 1 =0, 

若 zx 天 0, 则 
| lz || >o, 
RK || z] =0 时 ,x=0; 

D Ig ela'l = 

(3) -rl = 1110101 = 104105 

(4) |z] = 1 сужу 1 leyl + >l 8 
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lxi yl sley h. 
1 设 z=(Czrzt…z)7 为 C"” 中 的 任 一 向 量 ,规定 
lz] = >, үз, alal 
证 明 : | < |, Æ C 的 一 种 向 量 范 数 ， , 称 为 工 范 数 . 
证 (1) 对 Yz=(rzaz)7EC, 若 了 天 0, 则 zz 
z, 不 全 为 零 , 故 
Па = а 1 1 11, 1220; 
(2) WV АЄС, г (хуа, TEC W 
ПА = [| Се ева) || 
= Ў 
= |k| Dlzl 
= #| 1.5 
(3) ЖУ <= (дуо) ECY у= (уугу) € 
C", 


\х+уй = Уух + yl 


«Улы + Ж! 
= lali + [уй 
由 定义 1 知 , т, Уа ЖС 中 的 向 量 范 数 .， 
例 2 对 任意 的 r= Gras. z.) ECHE 
lz]. = тах |a; |. 
则 | zx | .是 C 中 的 一 种 向 量 范 数 , 称 为 co- 范 数 ，. 
证 - A) 34 z= (zz yz)7 尖 0 时 ,xz 必 有 一 个 分 量 不 为 
= W 
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l| z 1.. = maxlz| > 0; 
I< isa 
(2) XHY k€C.V r= (aara) ECN 
lka |< = тах |6, | 
== || max |x; | 
SiS» 
= jkl izl s 
(3) 对 VY r= (ais arsts an) ECY у= Oi yes Yh € 
С", WJ 
lz + yl = max |=, + y| 
15,5» 


< тах (|2, + 151) 
< 


max |z,| + max |у, | 
< 1<і<н 


[руй 


= zle + уй. 
Ж Il ||- = max |2,| J C 中 的 向 量 范 数 . 
з ЖУ х= (rit Xs) "EC", 规 定 


č 1 
1, = (lz) (<, <+ ә), 


MJ |z |, BE C" 中 的 一 种 向 量 范 数 , 称 为 p- 范 数 . 
证 (1) 当 xz 天 0 时 ,zr 至 少 有 一 个 分 量 不 为 零 , 故 
\тї,={У®/)#>в%; 
(2) ЖУ KECY r= (доло z.) ЄС". Л) 
А, = С оао, ||, 


Е 1 
= (У) 
isl 
5 1 
= I($ l1)? 
“1 
= |11,5 
(3) WV r= (T1727) € C",V у= (узу. у) € 
С", WJ 
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1 
п 


Ї{х+уй,=| X lety)” 
izi 
由 于 
(Xie + эт (5140) + (ы). 
Жр 1<р< +оо, А1188] 
їтх+уй„&їтїї,+ уй. 


Ë |z [| С" 的 向 基 范 数 . 
Ж (1) 当 p=1 时 ,|x| ,= хт. 


Q) % рези. | zl, = (> lz 时 , 称 它 为 2 范 数 ,2- 范 


数 是 本 空间 范 数 ; 当 为 实数 时 ,| xz, = | Ул)! SERIES ayl] 
范 数 ， Е 
G) lim Jel, = [тї 
事实 上 , 设 
lz | = тах |=,| = 121... 
因为 
la Ў 
所 以 四 
|z, |< |z аз + lel 
由 于 
lim л> = 1, 
故 


Jim [z1,= „рә lel 
1- 范 数 .2- 范 数 、。-- 范 数 是 C' 中 三 种 常用 的 向 量 范 数 .但 C" 
中 可 以 定义 无 穷 多 种 向 量 范 数 .下 面 给 出 由 已 知 的 某 种 范 数 构造 
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出 新 的 向 量 范 数 的 一 种 方法 . 

例 4 设 1y1 .是 C"” 上 的 一 种 向 量 范 数 ,给 定 矩阵 4E 
Ce, HERE 4 的 w 个 列 向 量 线性 无 关 , 对 任意 z= (т.т. 
ZX,)" EC", 规定 

lz ll a= || Az |l as 
BU || |,» С" 中 的 向 量 范 数 . 

证 (1) 设 4,4,…,4, 是 矩阵 4 的， 个 线性 无 关 的 列 向 

量 , 从 而 对 任何 z= (zz ,л„)7зё0,Җ 


zi 


x: 
Ax = (А.А, А) | . 
z, 
一 Ti4 十 z:4: 十 … 十 zi4。 
0. 


由 于 | yl. C“ 上 的 向 量 范 数 , 故 外 4z1 2>0, 
|| x || a= [| Ах | „>0; 
(2) V РЄС.У rEC", 则 
ПА || s = || Akaz) |.= || kAz || a 


. 


= |&\ | Аг. 
= [ki l 155 
(3) WV xyyEC" ,有 
12+ yl = AG +) 1. 
. = || Ar + 481. 
< lAr|.+ lAyl. 


ТАРЕ 
8 || z а C" 中 的 向 量 范 数 . 

这 个 例子 说 明 , 对 于 C” 中 给 定 的 一 种 向 甚 a- 范 数 , 对 于 任意 
给 定 的 m X n EE A 或 任意 给 定 的 一 个 从 C" 到 C” 的 线性 变换 
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ARTE X C pihy tg 因而 С" 中 可 以 定义 无 穷 多 
种 向 量 范 数 ， 
BS 设 V 是 维 ( 复 的 或 实 的 ) 线 性 空间 ,ewe，…e, 是 了 
的 一 组 基 , 则 对 VY .rEV ,xr 有 唯一 表示 式 
ж = .r,e, + re + ** + х„е,. 
规定 
1 = { Уну, 
证 明 : | + | £ É АЈ Ч K. 
证 (1) Ë rse tare: +u re, e0,B esere, 线性 
无 关 , 故 至 少 有 一 个 坐标 xz, 关 0, 因 此 , || z | 20; 
(2) WV REPY c= re зе tre EVI 


Ах [е = У ләде, Р 


l 


` 217 
X lkal }? 
: 1 
= I#|[ у) 


= |k] ie lles 


(3) 对 yzr= Уухе,үу= Y yec VH 
1-1 isi 


й+у. = | Ñ ie + yells 
= Í У + y|), 
由 E 中 2- 范 数 的 三 角 不 等 式 得 


DE 


= Е iyis 


ñK |z lle É V 中 的 一 种 向 基 范 数 . 
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由 上 述 例题 可 知 ,线性 空间 Y 中 可 以 有 无 穷 多 种 范 数 , 而 这 
些 范 数 之 间 是 否 存在 某 种 关系 呢 ? 对 有 限 维 线性 空间 ,下 面 给 出 两 
种 范 数 相互 等 价 的 概念 . 
定义 2 设 V 是 有 限 维 线性 空间 ,x 上, 与 xl 是 V 中 任 
意 两 种 范 数 ,如 果 存 在 正 数 MM,m, 使 对 一 切 xEV ,都 有 
millzls< lzl.< MI zll g 
Жей. Бл» 是 等 价 的 . 
定理 1 有 限 维 线性 空间 中 的 任何 两 种 向 基 范 数 都 是 等 
таб. ° 
证 ЖУ» EREZIE esente, 是 V 的 一 组 基 , 则 对 
V z€ V... 有 唯一 的 表达 式 
r = дүе, + хе: + 0 + z,e,. 
下 面 先 证 明 V 中 任何 一 种 范 数 | z 都 是 坐标 treor, 
的 连续 函数 . 令 
Kriz 7,) = lr, 
则 对 Y у= уе Hyer t Буе, EV AF 
IRLi t2 Tn) 一 ФО 020) | 
=|{хї — tyll 
<ilr-yl 


< Уа, = yl le l) 
< J: ене |P yn 
-, Јав. 
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其 中 人 人 >》 6 是 确定 的 常数 


Ж. ц r= lrir na) 5 у= Суу, у, y) Ж ЖОКЕ, 
[ФС одан эл) —Ф(уу, у; y.) | 无 限 趋 于 0, 即 grit 
д) = а алоо, 的 连续 函数 . 

现在 来 证 明定 理 的 结论 . 设 上 xl. 与 上 z | + E V 中 任意 两 种 
范 数 , 即 要 证 明 存 在 正 数 M.m. 使 对 Y z€ V ,都 有 

ml zl < ДЕДЕ 

当 x=0 时 上 式 显然 成 立 . 

当 z 天 0 时 , 则 |‖ 130. 8Р1 1..1 15 Е о, 
тэл, 的 连续 函数 ,因此 

. lala 
Ja ri s z.) = ГЕЛЕ 
Ж хул z, 的 连续 函数 . 考虑 单位 球面 

S= (660) |11 + 1$ + 4 ERS}, 

H TS 是 有 限 闭 集 , 且 S 上 的 点 均 不 为 零 , 因 此 fastan) 
在 S 上 连续 .根据 多 元 连续 函数 的 性 质 ,f(zi,z2,… ,x,) 在 S 上 取 
得 最 大 值 M 与 最 小 值 m MEE zx,,yES', 使 得 


| 
М = тах lele lz, Lo, 
ез dæla = Па 
ИШЕ: РИ dal 
телет, Т2 ™ 
又 由 于 对 Y r=re tret Hre EV, B 2920.6 
#=———————— es, 
ҮТП = lasl? + = +! 
从 而 
121. 121. 
< = < 
"e Tel, 11 
即 


ml zl, < [|х„<М|х]». 
下 面 在 赋 范 线性 空间 中 引入 序列 的 极限 . 
定义 3 设 
CR up 
是 线性 空间 V 中 的 元 素 序列 ,如 果 存 在 x-EV ,使 得 
_lim lz. 一 zl。=0， 
则 称 序列 {zw ) 按 MMAF x 
由 于 线性 空间 V 中 可 以 定义 多 种 范 数 ,因此 ,Y 中 序列 就 有 
多 种 收敛. 例如 ,在 C" 中 有 1- 范 数 收敛 .2- 范 数 收敛 ,等 等 . 这 些 收 
全 之 间 有 什么 样 的 关系 呢 ? 它们 与 向 基 序列 按 坐 标 收敛 (8 3.1 节 
中 定义 1) 又 有 怎样 的 关系 呢 ? 对 有 限 维 线性 空间 V 来 说 ,有 下 面 
的 结论 
定理 2 (1) 在 有 限 维 线性 空间 中 , 若 序列 {zw} 按 某 种 范 数 
收敛 于 zx, 则 {xz} 按 任何 范 数 都 收敛 于 xz, 即 在 有 限 维 线性 空间 中 
按 范 数 收敛 是 等 价 的 ; . 
(2) 在 有 限 维 线性 空间 中 , 按 范 数 收敛 于 zx 等 价 于 按 坐 款 收 
AF x. 
证 (1) 设 上 rl。, П ЕВЕ АУ 中 的 任意 两 
种 范 数 , 若 序列 {zx Н аў RAF v 0 
lim || =, — z ||. = 0, 
由 定理 1 知 , 存 在 常数 mw>0, 使 对 一 切 xEV, 有 
lal <$ Iz. 
由 于 „Є. z.— zr €V. Ҥ 


o< larla <Er zleo (n+ eo), 
Я 


故 
lim lz. = х |5 = 0, 
BPEJ (en) ik 矿 范 数 收效 于 т. 
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(2) 由 (1) 可 知 ,{:c。} 按 任何 范 数 收敛 与 按 例 5 中 xls 范 


数 收敛 等 价 , 故 
lim |z. = х1 =o 
<=> lim ||, = |= lim I Djem 一 61) = 0 
Реа merw < 
<> іт = ё, (1 = 1,2.+е.л), 


其 中 ,r= (209,6 М) r= Epi ) 二 1,2,…, 从 
而 序列 接 范 数 收敛 等 价 于 按 坐 慰 收 全 

定理 2 的 (2) 说 明 :向 量 序 列 {zx,,} 收 敛 于 zx( 指 按 坐 标 收敛) 与 
{xw} 按 范 数 收敛 于 xz 是 一 致 .由 于 mXn 阶 和 矩阵 可 以 看 成 mXn 
维 线性 空间 中 的 向 基 , 因 此 , 甜 阵 范 数 以 及 矩阵 序列 按 范 数 收敛 也 
有 同样 的 定义 ,而 且 {4,} 收 敛 于 АС $ 3.1 节 中 定义 ) 与 {4,} 按 
ЖЕЙ КОШ A 也 是 一 致 的 . 


2. 和 矩阵 的 相 容 范 数 


上 面 已 经 说 过 ,mwXn MERIEN > хл 维 线性 空间 中 的 
向 量 , 因 此 ,矩阵 范 数 已 有 定义 了 .但 矩阵 在 应 用 中 具有 双重 性 :一 
方面 m x n 阶 和 矩阵 可 以 看 成 rxXn 维 线性 空间 中 的 向 量 , 另 一 方面 
任意 矩阵 4 都 可 看 成 是 C" ~(C” 的 映射 A. 因此 ,作为 矩阵 的 真 
正 有 意义 的 范 数 ,应 同时 反映 这 二 重 特征 ,所 以 有 必要 引入 矩阵 范 
数 的 相 容 性 概念 . 

定义 4 191 aso e otl e lm D WERE 
МСС Cer h уй ЙИ. ШАУ A ECY BE 
с rS sC 

Il ABI mxo < ПАЦ. MBI, 

则 称 这 三 种 范 数 是 相 容 的 . 

特别 地 , 当 p= 二 1 时 ,B 与 AB 分 别 是 #ËE Ej m 维 列 向 量 , 这 
时 定义 4 中 的 不 等 式 可 简单 地 表示 为 
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lAz]1 А1, 11. 
特别 地 , 当 ACCO, B a- 范 数 与 8- 范 数 相同 时 ,定义 4 中 的 
不 等 式 为 
ПА 1. < WANIEN 
这 时 , 称 方 阵 4 的 范 数 上 4 上 ,x. 与 向 量 的 a- 范 数目 zx |. 是 相 
容 的 . 
例 6 设 A=(ai),x,EC*", 令 


lAl = (lat). 
证 明 ; А lle 是 一 种 与 向 量 的 2-36 || z ||; 相 容 的 方 阵 范 数 , 称 
它 为 方 阵 4 的 Frobenius 范 数 ,简称 F- 范 数 . 

证 “因为 方 阵 4 可 以 看 成 是 线性 空间 C” 中 的 向 量 ,因此 
ТАТЕ ЕЖ А 的 2- 范 数 , 故 4 上 :是 范 数 .下面 证 明 
1 4 15 与 向 量 z 的 2- 范 数 上 zx 中 , 相 容 , 即 证 明 

1А 1. А Ех. 
Ж А, = (ад зав," на) 51.2, п (L22 En)" M] 
А, Ar 
A, _ Ax 


H Cauchy 不 等 式 得 
ТА |2 = [аал + ant: + H aint, |? 


n k 
< Dilat > lgl 
j=1 j=l 
= | АЙ ЇЇ. 
所 以 {Ах} = УА} ` 
<( л) lzl 
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一 | 27 2 lasl?) lzi 
= А1121, 
从 而 
Ах 1. < ПА 11. 
Jr EE A В Е-{ ХР Т УТ т 的 2- 范 数 相 容 外 ,还 有 下 面 
的 重要 性 质 . 
性 质 2 XY A BEC AER 
ILAB ies [А,В]. 
证 W B.B... B, J B Hn ДА, Д] 
ПВЛ = [В| + HB, i+ 18,1, 
故 
| AB ||} = | (4B,AB,,…,AB,) || F 
MAB |; + IAB: li +e + I AB, Ii 


A ! 


ПА ПЕЦЕ, 125 АЮВ. + + 
+ iall B, l: 
= [АОВ + [+++ 1, 1 


= [АЙЫ BI: 
因此 
IAB |, < ABIB Ie 

方 阵 4 的 Е- БЕШ > 的 2- 范 数 相 容 的 性 质 反 映 了 这 样 

一 个 事实 :4 的 F- 范 数 上 4 上: 是 象 Az 的 2-8 9 | Az 1 :与 原 象 
+ 的 2- 范 数 上 x 上, 之 比 的 一 个 上 界 , 即 

lAr|,< АЙ, 1 zl 

因此 可 以 用 上 4A: 来 评价 变换 4 的 结果 . 但 是 ,这 种 估计 比 

较 粗糙 ,因为 恒 等 变换 E, 的 上- 范 数 为 Vn . 现在 的 问题 是 象 Az 

的 范 数 | Ax 1; 与 原 象 x HIER a | .之 比 的 最 小 上 界 ( 即 上 确 

界 ) 是 否 是 4 的 范 数 呢 ? 如 果 是 4 的 范 数 ,用 它 来 评价 变换 А 的 
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结果 应 


该 是 最 精确 的 . 这 问题 就 是 下 面 所 讨论 的 4 的 算 子 范 数 


问题 . 
3. 算 子 范 数 
例 7 RAEC EC, 11. УПА, НЕС УС" 
中 的 范 数 , 令 
al =ч fa tate 
证 明 : IA | 为 4 的 范 数 ,并 称 它 为 4 的 算 子 范 数 . 
证 (1) 正定 性 .对 y 4。s, 尖 0, 则 必 存 在 非 零 向 量 xsE C" ,使 
得 4zs 天 0, 因 此 
{Ал,|,>0, 11. 20. 
从 而 
ШАП Ал»... 
А = Тү ЛД]. >? 
(2) 齐 次 性 .Y kEC, 有 
ПОА) | 
ПАА = su р 
ААХ 
=% =. 
{Ах | 
= lel sup Tl. 
= Jkl Il Az ll, d 
(3) 三 角 不 等 式 , 对 Y 4,BEC" A 
I| (А + B)z || 
14+41 = зар Fah. 
| Ах ,+ ЇВг| 
t: 
ap ДАЗ 12 4. зар Ва 
55 зар ТА + зар 2, 
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= {| А] 
АШПА ЖА 的 范 数 . 
定理 3 RAEC” EC |A 
а) ЖУ xEC", 恒 有 
RAr|]|; < HAI 


+ в]. 


| 为 4 的 算 子 范 数 , 则 


lala 


即 4 ITR El hr 8) 8- 范 数 及 a- 范 数 是 相 容 的 ，; 


(2) 若 存在 正 数 M ,使 得 对 Y z€ 
l Ax lla < MI 


С.Ж 


УЕ 


则 1 41 <M.BD || А I| Æ EIE ERR ЗВО 36 3; 


(3) ЖУ AEC, BEC™ Н 
ПАВ < 1А 

特别 地 , 若 4EC”, 则 
| АЗ < 1А, ЛА < 1А 


IBI. 


эе, A < [АП 


显然 ,4 的 算 子 范 数 与 1 Ах |, 和 上 由 x 省 .的 定义 有 关 . 当 4 
为 方 阵 时 ,车 a- 范 数 与 8- 范 数 为 同一 范 数 , 则 上 A | 仅 与 向 量 a- 范 


数 有 关 , 为 了 方便 ,我 们 称 此 矩阵 数 | 
的 算 子 范 数 . 


A | 为 从 属于 向 量 的 a- 范 数 


例 8 证 明 : 方 阵 A= (oh) ,xsEC "从 属于 向 量 的 1- 范 数 的 


算 子 范 数 1 4 1 ,为 


е 
А, = тах 5; 14,1. 


证 У = (о, ECR 


[ан as се Aw 

аа ар * аһ 
Ах = | 

йа qa v Am 
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> а; 
у= 


ул 
x а ®; 
= | ` 


БОЕ Ай) LERA 
lAr |, = аму + Оаа + + | Eaz 


= Ñ ID azl 


i=l j=l 


< У) Dale 15) 
名 各 


= Ув lel) 


= 
< max( 2 lasl) 27121 
SIS jal j= 


= тах У) las] Iæ Ia 
А осп 
由 定理 3 的 (2) 可 知 
A, 
1 4 < max >) 1а,]. 


下 面 再 证 相反 的 不 等 式 . 由 于 j 只 取 有 限 个 值 , 故 有 jo Ed 


网 
йл, ER j 个 分 量 为 1 而 其 它 分 量 为 0 的 列 向 量 , 即 
хе = (0,++,0,1,0,++,0)7, 
W | zoli =1, mE 


Ах, = (aij, arj an) 


ñ i 
у = у) 
тах 2, lail 2 la, 


故 


Ал, = Уа! = max 5) lal. 
由 于 | 4 ||， 是 算 子 范 数 ,所 以 


I Ах, |, < [АЙ 1 1, = ANis 
因此 
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max >)! = 1421. < ПА. 
从 而 


А |, = max a;l. 
14 = max >) la| 


由 于 方 阵 4 的 1- 范 数 等 于 4 的 列 向 量 的 1- 范 数 的 最 大 值 ， 
故 又 称 A1 ,为 方 阵 4 的 列 范 数 . 

例 9 证 明 ;4= (ci),xwEC"" 从 属于 向 量 的 co- 范 数 |=]. 
一 max [zl KATKI AT -A 


证 У r= Carr) EC”, 则 


| Az 1. = так! Уа 


< max У la;l max lz,l 
< max X) lasl ll. 
H | 4 | -为 算 子 范 数 ,由 定理 3 的 (2) 知 
ПАН. < max 5141. 
下 面 再 证 相反 的 不 等 式 . B FR 1,2,…,n 这 有 限 个 什 ， 
， 故 存在 六 使 得 
max $) layl = X layl 
Ж r= Gh ,6,)" ,其 中 如下: 


天 0 时 
£ = 4 4 (ф=1,2,эл), 


0, ща, = ОЕ 
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则 
1 zo || = тах|ё,| = 1, 
1<;<x 


HISIS 由 于 对 Y € (1.2, n) 有 


(Bagl < $ lasl + 18,1 < È lasl 


1 


< Ý layl = Уау. 
从 而 


1 Ал, | „ = 1 ( Xan, Dast Уа) 1 
m I= j=1 


= max Уа] 
<< 6 


ча, 
= 2 las] 
j= 


= 2 layl 


=1 


<] 
= max 2) 14,1. 
1<i<a 47 


ПАП. = IAN 11 


> || Ax l| = 


ca 
综 上 所 证 即 得 


IA Il = max У) 1,1. 
2 


由 于 方 阵 的 co- 范 数 | 4 | -等 于 行 向 量 的 1- 范 数 的 最 大 值 ， 
因此 又 称 方 阵 4 的 >- 范 数 || А | -为 行 范 数 . 


例 10 ER: FE A= Са), EC 从 属于 向 量 的 2- 范 数 
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йхї, = 1 Ў)? 
的 算 子 范 数 1 4 1 ,为 
141 = УА. 


Ж.А, Ж АТА 的 最 大 特征 值 , 故 又 称 1 А 1 :为 4 的- 范 数 . 

证 НУСАА) =A A, ATA Ж n ИЖ (Hermite) 3 
阵 , 它 对 应 的 厄 米 特 二 次 型 为 

Рх) = 7 (ATA): = (Ат)"Ах > 0, 
因此 ,f(x) 为 正定 或 半 正 定 的 . Ж AA @ п 个 特征 值 都 大 于 等 于 
零 .不 妨 设 这 个 特征 值 为 
А242 ДП 

ЗЯ ihoni, 分别 是 属于 为 ,X,,… ,的 单位 正 交 特征 向 量 . 

对 Y xEC", 且 x 上 ;==1, 则 x 可 表示 为 


х= аё + а 十 … 十 an 人， 


1515 = x= |a|? + lal? + + + |а„|®=1. 


MJ 


(АТ А)х = a, (ATA), + a (ATA), + + + а„САТА)ё, 
= аё + аА, 十 … + а,д,&,, 


l Az ||} = AT) (Az) 
= 7 (АТАх) 
= (Ë + a,Ë + e + ag) 
“(ahh + azh, 十 … + aA) 
= à jail? + Аа + + + Ala, |? 
«А Са |2 + lal? + + + 18,12) 
= à la l|} = à. 
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{ Ас |, < МА = МА ЇЇ. 
则 由 定理 3 的 (2) 得 


141.< Va. 

LAA 4&=1,+4&+0+4&-++++-+0+&.,& 
l ё, 1. = 1, 
从 而 
1 46 11 = КАТА = ША = X, 

即 

1 46 1. = МА. 
因此 

ПА. = ПАП. Пё. > HAG l= М. 

X | 

{А}, = УА. 


SMAN ПА. е, e411; 在 计算 上 没有 前 两 种 方便 ， 
但 上 41, 具有 一 些 特殊 性 质 , 使 它 在 理论 上 有 广泛 的 用 途 . 


§3.4 矩阵 函数 


我 们 已 经 研究 了 以 实数 为 自 变量 且 取 值 为 实数 的 函数 ,以 及 
以 复数 为 自 变量 上 且 取 值 为 复数 的 复 变 函 数 ,现在 开始 研究 以 矩阵 
为 变量 且 取 值 为 矩阵 的 函数 ,并 称 这 类 函数 为 矩阵 函数 . 在 本 节 
中 ,我 们 先 通过 收敛 的 矩阵 级 数 给 出 矩阵 函数 的 定义 ,然后 再 讨论 
和 矩阵 函数 的 计算 等 问题 . 


1. 矩阵 级 数 收敛 性 的 判别 法 


由 于 在 有 限 维 线性 空间 中 ,和 矩阵 序列 按 范 数 收敛 与 按 坐 标 收 
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敛 是 等 价 的 ,因此 可 立即 得 到 定理 1. 


定理 1(Cauchy 收敛 准则 ) $a. 收敛 , 当 且 仅 当 和 矩阵 序列 
S,=A+A,+ HA 收敛. 即 ， 当 是 仅 当 仅 对 V e>0 存 在 N>0， 
对 任何 正 整数 р.а, АЖ о> рем, Н | Da I <e. 

定理 2 若 数 项 级 数 YIA J 收敛, 则 矩阵 级 数 YlA, 
ks. i] Ж 

证 “由 于 数 项 级 数 > An | 收敛 ,由 数 项 级 数 的 Cauchy 
收敛 准则 知 , 对 Y e>0, 存 在 N>0, 当 а>р>М 时 ,都 有 

SHIA <e 


map 


从 而 
154.1 < Уна = 
由 定理 1 知 , 矩 阵 级 数 Ха. 收敛 
特别 地 ,对 于 方 阵 4 车 DIAN üa. NEERA N 
Xa te. 
定理 3 RRAN Ñ an HUSEBY RIL А в 
数 1 41 <R зарн Уол A. 


证 НРПА <А, ое Уу Гаа ПА" 收敛. 又 
| аА, = la AN < |) J AJ, 
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由 数 项 级 数 的 比较 判别 法 知 , 数 项 级 数 > aA | 收敛 . 又 由 定 
理 2 ERRAN Y la, At AN. 
2. 矩阵 函数 的 定义 及 性 质 


定义 RRASA = Yla2 的 收敛 半径 为 R, 当 | А | 


<R 时 ,定义 方 阵 4 的 级 数 
a 十 ai4 + a,A* 2… + а,А* + 


的 和 为 /(4), 即 
f(A) = all + a)A + аА +++ + аА + 


= JaA. 
= 
特别 地 , 当 Fi 一 ao 十 aaA 十 az 十 … 十 aa 时 ， 矩阵 A 的 多 项 
RIAH 
f(A) = aol +a, A + а,А? + ++ + aA". 
由 于 
ә А 
е = > Fr 


1 1 
=1+4+55 ++ рр +, 


A+ 


niz уйы Е.м. 
sini = уу; 1) ОЕА] 
=A- еф Lp + 
5! 
рук l m + ... 
кты) соц epi 


nà 一 L д» 
созА Е > (ep уі 
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=1— lx+ lay... 


2! 4! 
Nt 
+ ор + 
且 它 们 的 收敛 半径 都 为 +co. 因此 ,对 任何 方 阵 4 ,都 有 
гы 3 hA 


ГЕ] 


ОРИ! 
1+А+ УА + + у А ++, 


si a Ais zo i 2h+1 
2 


жк: 1 1 4s 
=A- 4° + s t 
1 


о тура + =, 
cosA = x 1* api" 
=1- за HEA + 
+ (— D gA” + 


对 方 阵 4 的 函数 e*,sin4 ,cos4 ,容易 验证 下 列 性 质 ; 
性 质 1 对 Y 4,BEC "LEC, 有 

(1) еке! =е704; 

(2) (eA) !=e`3; 

(3) 4 AB= ВА 时 ,eses 一 ese4 一 et+2; 

(4) 是 Ce 一 4ev 一 ev4i 

(5) 4 (ы Аг) = AcosAr=cosAt . A; 

(6) 9 (соз А) = — AsinAr= —sinAt ° А. 
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3， 和 矩阵 函数 的 计算 方法 


矩阵 函数 的 计算 问题 ,是 矩阵 在 应 用 中 的 关键 问题 . 矩阵 函数 
的 计算 是 相当 复杂 的 ,例如 ,简单 的 矩阵 函数 A'" 就 要 计算 100 次 
和 矩阵 4 的 乘积 ; 若 4 为 5 阶 方 阵 , 则 要 进行 22500 次 加 法 和 乘法 
运算 . 因此 ,研究 如 何方 便 地 计算 矩阵 函数 是 非常 有 意义 的 . 本 节 
将 讨论 四 种 计算 法 . 

1. 递 推 公式 计算 法 

设 (А) = [АА | ,根据 Cayley-Hamilton 定理 知 ,7(4)=0， 
由 此 可 得 4 的 递 推 关系 式 , 从 而 计算 给 定 的 矩阵 А 的 函数 . 

例 1 设 4 阶 方 阵 4 的 特征 值 为 x, 一 r,0,0, 求 sin4,cos4. 

解 因为 4 的 特征 值 为 x, 一 x,0,0, 故 А 的 特征 多 项 式 f CQ) 


为 
fO) = А0 m) = À — xm. 
由 /(4)=0 得 
А* — тА? = 0, 
ШИ 
A = m: Az. 
因此 
A = АА = тА? = A, 
А! = AR = m At = mA: = л? ЗАЗ, 
А? = AA = rA = m° A: = л? -:А?, 
APH = лЧ*+-3Дз = n” Дз, 
从 而 
КПА = А Дл | Las FA +o 
ER k 1 20-1 РА 
+0 от + 
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1` 


+ 1 A ... 
A— 374° - А 71" A: + 
s> ААА 20-2 дз ... 
P Pr A + 
A+ A| 了 ir т 
очу ЗЕЕ 
PO D GET | 
1 { 
= A+ hal g le + эт ш" т" Hee 
EET VEEE EEE TAS ] 
рр) 
= А + А п + sinz) 
= А— La:. 
ú 
同 理 可 得 
yy К 1 x 1 “à 
cos4 1А АЕС" сураз 


=1- л. 


利用 Jordan 标准 形 的 计算 法 

а E 4 EERI E, WJ ЕРЕ АК 
定义 的 矩阵 函数 f(A) 与 矩阵 4 的 某 一 多 项 式 相等 . 因此 ,对 给 定 
的 有 限 阶 方 阵 4 ,计算 fC4) 的 则 题 ,就 是 计算 矩阵 多 项 式 的 问题 ， 
因而 关键 是 计算 А" 的 问题 . 下 面 就 4 为 各 种 不 同 矩 阵 情况 下 的 
计算 问题 进行 讨论 . 

Q) 4 为 对 角 和 矩阵 

设 


136 


É 
ПИ 8. 
| а" 


(2) 4 为 对 角形 分 块 矩阵 
设 


1 
а? 


А" = 


A, 
其 中 4 Ane A 为 4 的 子 方 阵 . h FARE РЕЙ) Ж У EE Ж 
积 类 似 , 故 对 上 述 分 块 矩 阵 4, 有 ` 
Ar 

Аў 


Аў) 
G) А 为 一 般 和 矩阵 
由 于 对 任何 方 阵 4, 总 有 A 的 Jordan 标准 形 J 及 满 秩 方 阵 
也, 使 得 4=PJP 一 ,因此 
А" = PJ"P, 
若 


其 中 
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„А 
й,= ; 
5 
АЛ 
(i 二 1,2,…,) 为 4 的 4 重 特征 根 , 且 +0. п, Д] 
(Т 
Г. ga 
z 
А" = PJ"P-! = p| N PA; 
| д 


BERIE ЯТ. 00 n ИЛЛ A Й A" EEE 
Ж. A BY Jordan Ж J, HRR R J7. 并且 通过 上 述 (1)、(2)、(3) 的 讨论 
可 知 ,4 的 多 项 式 及 4 HIER S BJ TF ЯТА ОИТ 4 的 
Jordan 块 的 函数 . 

(4) 计算 Jordan 块 J; 的 函数 f(J,) 


设 
À 1 
А, 
Ј, = 
1 
À; АХА 
令 
[0 1 
| 0 
H,= | ， 
1 
Olexa 
则 
Ј= NI — HH,, 
即 
H,= J, — М. 
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00 1 
0° 
H = 1 ` 
0 
ИТ 


H= | 


kxk 


H! =0 (>k) 
RAR SOE А 处 的 Taylor 展开 式 为 
го = Ў 500 — у=, 


m=0 
则 
к S ) LAJ 


FID = SAM + U= AD + 


m) 
ш ы” aga 
m! 


LA) О 


= fO + TH, +y Hi + = 


FPA) 
(k — 1)! 


+ H +0+0+ 


àD? 
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fa LO ZQ) рендә 


! 2! (k —1)! 
. FA) JEP A) 
о FA) =e ao 
0 0 ç < f Q) 
1! 
0 0 0 БСЭ) 


由 上 述 讨论 可 知 ,对 于 给 定 的 一 般 矩 阵 4 及 函数 fO ,计算 
(4) 的 步 又 如 下 ; j 

第 一 步 ,经 过 相似 变换 将 4 化 成 4 的 Jordan 标准 形 J ,并 求 
相似 变换 矩阵 已, 使 得 А = ЛР! 其 中 : 


J, ] 
J= Ё Я 
š 
2, 
À 1 
А 
Ј, = G= 1,2,.. k); 
À, А 


、 第 二 步 ,计算 fO). 
УЛ) 


ер) 
Ў) = х 


Ше 
其 中 
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ро). Ра) 


fa FQ) Ta — Q—pa 

l JIPA) 

faz=| 0 РА) FA) Topi 
0 0 0 ДО? 


第 三 步 , 计 算 f(4). 
(4) = PfP. 
2 设 AEC"", 它 的 Jordan 标准 形 为 


J 
Jz 
J= ` 
s 
其 中 
51 ) 
À 
TES ыо, | G= 1,2... 
1 
Ах, 


R A=PJP' RE h е“.зїпАг. A". 
# 〈1) 计算 e*. 此 时 
ҒО) = ex, 
РСА = ге“, 
РОА) = бе“, 
Ро (А) = bole, 
故 


е? 
е“ = PeP = P par 
e 
其 中 
Ar y Lee 1 Е 
eè ге 51 ту ем 
еи= |0 е“ те“ T 4 5 е“ 
0 0 0 A ag 


G= 1.2.50) 
(2) 计算 sinAz. 此 时 
JA) = sinit, 


/" Ө) = tcosàt = tsin (АР + 52, 


J'A) = tsin (A4 + z. 
SUPA) = sin (At 一 


故 ` 
sinAt = PsinJt + P `! 


БПА 


sinJ;t 
P 


sinJ,t 
其 中 | 


зіп = 
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атр 0 2) 2) 


Г n x 
sinÀ #sin(À + >) (G D! 
0 sinà;t ` Q 


0 0 
G = 1,2, k). 
(3) 计算 А". 此 时 
РОА) = А", 
РСА) = тА", 


зілді 


РСА) = m(m — 1)2""2, 


— I eisint + Q, — 1) 


2 


2 


УЧУ) = топ — 1) (m — ДАТ 


(假设 m 宇 1; 一 1)， 


则 
J? 


А" = PJP = P 


其 中 


[А с! CRAT 


J? 


2 


0 Ar С"! 


Jr = 
0 0 0 
G = 1,2, k) 
例 3 设 
Ë 
A= |1 
Ë 


Сут ди 
Сс? 


РЫ 


=) 
т 
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求 e*,e*,sinA. 
解 ” 先 求 4 的 Jordan 标准 形 . 由 于 
1 一 2 0 0 
МА-А 1 А-1 1 


Elisi 1 1 

E ES EE 

12 tes: A3 
—, |А-1 1 1 

0 4-2 0 

1 ° 0 

С Е — à + 44— 
= A= 3) 2 ААА 

{0 4—2 0 

1 о 0 
— (A— Dr 
T o 4-2 —#+44—4 

3— re 
lo o М —4А+4 


1 0 0 


故人 一 4 的 不 变 因 子 为 
а) = 1, dN)=4—2, d,Q) = (А 2), 


从 而 ,4 的 初等 因子 为 


G — 2), A— 2, 
因此 ,4 的 Jordan 标准 形 为 
гл 


J= 
J: 


再 求 相似 变换 矩阵 Р. 令 
P = Mhh), 


2 
= |0 
0 
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AP = PJ, 
可 得 

0 f 1 

m= |1. = 0.0 = |0, 

п lo 1 


而 且 


„р , 4 
(1) HR е". 此 时 AWS f Q) =e, lk 


е? е? . 
ЛӘ) = ， AG) = (ей), 
0 e 


[CD 


ef = 万 CV) = 一 |0 е? 


` 


P 


从 而 


145 


《2) 计算 e”. ER, 7.0) =e, f, (和 )=te*, 故 


2 


e” ге" 0 
; ү | 
е” 一 一 |0 ez A 
fada) 
0 
从 而 
e” 0 0 
e“ = Ре"Р-! = пе" (1+ е" ге |; 
te” te” (1 — i)e” 


(3) 计算 sin4. ЖЕ, /,(А) =sinà, /,' СА) =созА,Ж 


sin2 cos2 

sinJ = f,(J) = | 0 sin? 
l 0 0 

sin2 

sin4 = PsinJ • P `! = |cos2 

cos2 


0 
0 |, 
sin2 
0 0 
sin2 + cos2 一 cos2 
cos2 sin2 一 cos2 


在 一 般 情况 下 ,将 4 化 成 Jordan 标准 形 时 , 求 相似 变换 矩阵 
了 是 很 麻烦 的 . 另外 ,4 的 特征 多 项 式 也 不 一 定 是 其 最 小 多 项 式 . 


但 对 友和 矩阵 A, 有 下 列 性 质 : 
性 质 2 RAER AH 
0 1 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 
A= Я 
0 0 0 0 0 1 
a, а,-\ an-z G,-, ** а; ау) „х 
MÜ; 


(1) 当 AE 个 不 同 的 特征 值 ha ,ja ,…, 时 ,Jordan 标准 形 
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J 及 相似 变换 矩阵 忆 分 别 为 


А 
А 
J= 
А, 

1 3 1 

де Ж А, 
Р=- |А Ж А |; 

дг! АГ! . Ж" 


(2) 4 的 特征 多 项 式 等 于 4 的 最 小 多 项 式 , 且 
(AI — A| = X + аА + аА H oe H an + ane 
例 4 设 


=6 -11 –6 
Же“. 
解 由 于 4 为 友和 矩阵 , 故 
|41 — A| = А + 62 + 11А + 6 
= (А+ + 2) 04 + 3), 


从 而 
м=—1,%=—2, АМ =—3. 
m | 
А 1 1 1 
Р=|(—-1 –2 | 
1 4 9 


因此 


рз 50-6 —8 -2 
2 3 1 
х 
71 
Ј = «= ， 
13; 
于 是 
е” 
е" = | e” . 
Sa 
е^” = Pe*p-1 
бет – 6727 + е7“ бе ве 72 +e е-е фе" 
= et le et 


GeT- 4672 18077 Se ~— 327" +277" ee '—8e 97 
ЖЕЕ ЕЕ А 
定义 2 1###АЄС "Н ЛЛ 
m(À) = (À — ADHA — А) (А — А)“, 


则 称 集合 
ТАО = 1,2,4} 
为 4 的 谱 , 记 为 cs- 
定义 3 W ACC TES S jh) 在 4 的 谱 о, 上 给 定 ,是 指 
给 定 了 
FAD Л FOOD) = 1.20500), 


其 中 YL ЖА 的 最 小 多 项 式 闪 (1) 的 次 数 . 若 ГОО сл БЕ, 


则 记 为 floa). 
定理 4 设 AEC"*",g1(;),g;(4) 为 复 系数 多 项 式 , 则 
g1(A) = я,(А)«==>рд\(с,) = gi(04). 
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任何 由 矩阵 级 数 定义 的 矩阵 函数 f CA). р АЕ АЕ 
RF 4, 由 Cayjey-Hamiljton. 定 理 易 知 ,Fj(4) 与 矩阵 A 的 某 一 多 项 
式 g(4) 相 等 ;定理 4 又 告诉 我 们 ,只 要 多 项 式 g, Q) 5 g(2) A 
的 谱 上 的 值 相等 , 则 g СА) =g), A ACA = (А) = (А). 
这 说 明 对 任何 函数 (4) 及 多 项 式 g (4), 只 要 f(o4)=g(o4), 则 
了 (4)=g(4). 因 此 ,可 以 推广 定义 1 如下: 

定义 4 对 任何 函数 SA , 若 存在 复 系数 多 项 式 gC4) ,使 得 

floa) = g(04), 
则 定义 矩阵 函数 CAH gA) ВП 
/СА) = g(A). 

这 个 定义 不 仅 给 出 了 矩阵 函数 的 较 广 的 定义 ,同时 也 指出 了 
计算 f(4) 的 一 种 新 方法 , 即 只 须 找 出 与 /OA fE ол 上 取 值 相同 的 
多 项 式 gA) АСА) = СА). 由 此 可 见 , 为 了 方便 计算 СА). 
应 找 出 次 数 最 低 的 多 项 式 g(2) ,使 得 go4) = Гол) МИЕ? Т 
面 介绍 拉 格 朗 日 插值 法 . 

ШЕИ SOLR n 阶 方 阵 4, 设 4 的 最 小 多 项 式 为 

mA) = (А > А" (А — А) (А — А)", 


其 中 ， ЖУТ, = m < n. 
i=) 


若 多 项 式 gE gloa) =f (ол) „Вр 
FAD = gA), FA) = 8 A), ++, SEPA) = gu A) 
(人 一 1,2……t)， 
ШЛА) = (А). HT fE cs 上 已 知 多 项 式 OHER т ME A. 
此 可 确定 g(W) 的 m 个 系数 ,由 此 可 见 ,g(24) 最 多 是 т 1 次 多 项 
R. EA 4 的 特征 多 项 式 代替 它 的 最 小 多 项 式 , 则 z Q) £ t, R 
不 过 是 "一 1 次 多 项 式 . 下 面 介 绍 确定 g OTE. 

(1) ЖА 的 特征 多 项 式 pA) = (А-А HERIR, E A,%， 
А 为 互 不 相同 的 特征 根 . 此 时 ,4 的 最 小 多 项 式 mQ) 一 9 都 
是 次 的 ,因此 g() 是 "一 1 次 的 , 且 g(C) 在 壮 个 不 同 的 点 A,A, 
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А, 上 取 值 是 已 知 的 , 即 
ЛО” = 20) G = 1.2,+е,л). 
由 拉 格 朗 日 插值 公式 得 


gQ) = NFAL, 
和 i=l 
其 中 


„оу = TIVA ADA Аы) А). 
f ААА S ADA, Аа) Oo A 
于 是 I 
J(A) = ВСА) = }У)/ОО!(А), 
i=l 
其 中 
pea) = TADA АКА = A D= (A — А 


(ДА) А ОА — 24) ° 
G = 1,2,. n). 
(2) 设 4 的 特征 多 项 式 p= 1A 一 A1 有 重 根 ,但 最 小 多 项 
тб) = (АА) (АА) (2 一 4) 没有 重 根 , 则 


FA) = УЛА), 
isl 
其 中 


1А) (A = А1)... (A — NADA А: TD: (A — А 
; Ai — ADA АО А) А)" 
G = 1.2, m). 

(3) 4 的 最 小 多 项 式 m(4) 也 有 重 根 , 设 


т(А) = (А — А)"(А— А) (А А)", 


Ф, У = m< n. КИШЕРНЕ ЛЕШ ОН ИИЙ 
ONRYM. 


СОЖ m KEAR КЕС 为 真 分 式 ,将 
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刀 ( 仿 分解 成 下 式 : 


m(a) 
ga) _ a ( ал > а, | 94, 
mQ) асл» t ат |" 
如 果 定 出 az W 
А = у ал аа š аа, 
Иа (as 让 
令 
mA) 
gA) = асаў АЎ 
= QA 
则 


50) = 53 PA [ал + а&(А А) H H au Q — A, 


现在 的 问题 是 如 何 确定 aysi 1.2.56 6031.2. 
HR an 由 于 


(А) 


— yy 2512 
Q = À), Оў 


= [аа Ба (А — А) + ++ +a, Q — А) 


+a- убн + ав(А — А) 


1 


+ H an — AD] 


则 
= |, gQ) 
аа = бта – А)“ mA 
йй gQ) 
з, (А— АСА А-)°-1 — À. iss (А — А0)" 
z gA) 
一 一 
FA) 
САОНА Oh Oo Ан (A; А0 


FPR an. 此 时 7 之 2, 对 (4 一 74 到 (加 的 表达 式 两 边 对 \ 求 导 ， 
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并 令 ahit 


р А [са — ду #2. 
аа = lim à| Q — А)» £) 
-dfaa gO) ү 
= a| - 5 s] 7 
HT 
JPA PA) G= 0124 D 
故 
ПУ: 
а= sl a=) ЛЕБ | 
类 似 地 可 求 得 
1 d ГО) 
аи g- Di a|“ ә! Ф|. 


其 中 ,i=1,2,… ај. 
综 上 所 述 , 求 /(4) 的 步 又 如 下 : 
第 一 步 , 求 4 的 最 小 多 项 式 , 并 分 解 为 如 下 形式 : 
mA) = А ADNA — A) A = A) 
PIP аі 
wg = D! ë Q= Ay Ф| |... 


第 三 步 ,计算 (4). 


оа) = кА) = Уеа + аА — АР + 
i=l 
+ ay (A — АТТ], 
其 中 
pA) = (А АРАА — Му A А" 
А A (А-А G= 102,60), 
Ж (1) 9(4) 只 与 4 有关, 与 函数 fOX2Sa,5 SAR А 
都 有 关 . 
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(2) 车 用 A 的 特征 多 项 式 代替 它 的 最 小 多 项 式 ,用 上 述 方法 
计算 f(4) 仍 有 效 . 
例 5 设 


Же“. 
# ЗЕЛА) =e. | 
|А—1 — 3 


А — A| = | 


=Q +) 4), 
|= 2 a— 2| 


从 而 4 的 特征 根 为 
按 情况 (1) 的 公式 可 得 


FA) = FADLA) + SADLA), 
其 中 


fA = 7 一 1) 一 e 
fO) = РА) = е". 
故 


5 


的 зру (22:3 
ВЕНЕ Е je 
5 2 —2 5 Ü 3 


|| 3242 —3е'+ s] 
5 i ге + деч 2e t Зе 


«ые» 


дА) +e (A+ D 
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Же“. 
解 Ü /Q)=e". Б 
ФА) = |A — A| = (А— 2)*#(А+ 2). 
mQ) = Q — 2)Q + 2). 
显然 ,pA) 有 重 根 ,而 m(2) 无 重 根 , 按 情况 (2) 可 知 
= f(A) = РОА) (A) + FADLA), 
Rh. =2. = 2. 又 


A— А 1 
ПО) = = СА + 2р), 
= А-А -lA 
LA = р = р А 20), 
从 而 
e“ = f(A) 
1 елед ц lev 
+° (А + 2Г) Йй. 21) 
sh2 + 2ch2t sh21 sh2 sh2t 
1 sh2: sh2: + 2сһ2/ — sh2t — sh2t 
2 sh2: = sht sh2rí + 2ch2t = sh2t 
sh2: 一 sh2t — sh2t 522 + 2ch2t 


若 用 特征 多 项 式 p(X) 代 痊 最 小 多 项 式 m(%) 求 插值 多 项 式 , 由 
于 8 次 数 较 高 ,因而 计算 较 繁 . 事实 上 ,4 二 2. 和 .二 一 2 分 别 是 
Yi) 的 三 重 根 和 单 根 , 按 情况 (3) 可 解 例 6 如 下 : 


A= DfA) ех е” 
өп PD | 和 3 4' 
"ИКЕ ж]: G= anfi] 
а= куту, дуст, pA [=a 
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d| е “гї Р 
(29) PE Te“ 1)e”, 


ерл 
an= gap OTA J|... 


Чач е“ 
24 А+ 2) |: 
= 一 ЖК. = 2! 
e 4 — 1)e”, 
a, = TAVIA = | 
á ФО) =, (一 2) fan- 
= let 
= 64° , | 
ФА) (А 20204 + 2) _ 
Ф (А) Ny Q — 2: =А+2, 
ФА) (А 2):%04 + 2) _ 3 
п) = р 147 = Q — 2), 
故 
Ф(А) = А + 21, (А) = (А – 2р)", 
从 而 
f(A) = е“ 
= Ф (А) [а + аА — 21) + as (A = 200°] 
+ a (A). 


Ж ansansanran ACA) ,9(4) 代 入 上 式 , 并 利用 
m(A)=(A—21)(A+21)=0 
化 简 , 即 得 


e" = Теса + 2D 1e-*(4 一 27). 


4 
N. 待定 系数 法 
按 矩 阵 函 数 的 定义 ,只 须 求 出 多 项 式 gA) E So) = 
gloa). 由 于 ООЖ сл 上 给 定 , 从 而 确定 了 m 个 条 件 , 因 此 ,可 用 
这 mw 个 条 件 确 定 g(2) 的 系数 . Ф 
gQ) = а 十 ai 十 а№ + = + amaA" 
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其 中 ,m 为 4 的 最 小 多 项 式 的 次 数 . ВА ол) = g(a,)P| H 7] 
程 组 , 解 出 au,aiaz,…,a.-i, 从 而 求 出 g (XA), 进而 计算 ЛСА) = 


g(A). 
@ 7 设 
(0 о 21 
А = [0 1 | 
u 3 
Же“. 
解 容易 算得 


PA) = 1А – A| = (А— 1)*(4— 2), 
mQ) = (А— 1)(А— 2). 
НЕ mQ) KEIR, H u=. A= g (AE 1 W £i 
式 . 设 
gA) = a, 十 ah， 
ШЕЛ) =e, H (А) = gA), РА) =g (和), 故 
t = а + а, 


e” = as + 2а, 
于 是 解 得 
ao 一 2e' — e”, 
1 = e” — e, 
从 而 
J(A) = e” = g(A) = а1+а,А 
= (2е' — e”)I + (e” —е')А 
2e' — e” 0 2e'— 2e” 
= 0 е 0 
е®—е 0 2е"—е 
例 8 i 
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Же“. 
Ж 由 于 
О) = A — A| = (А— 2)(А+ 1, 
且 (24 一 2)(2 十 1) 不 是 A 的 零 化 多 项 式 , 故 A 的 最 小 多 项 式 m (Q) 
为 


mA) = ФА) = (А— 2)Q + 1). 
从 而 204) 0 2 次 多 项 式 , 设 
gQ) =a +a + а,А, 
由 于 f(A)=e*, 又 mAH А =2 是 单 根 ,和 = 一 1 是 二 重 根 ,由 
f(aa) 二 glo4) 得 


fA) = gQ), 
SAD =g), 
РО) = g'h), 
Bp 
e” = a, + 2a, + 4а,, 
e™ = а, —a + а,, 
te = а, — 2a,, 
解 得 
fas = +€ + Be™ + 6te 人)， 
a= те" — 2e" + We '), 
а, = lce = e — Зет"). 
9 
从 而 


e“ = f(A) = g(A) 
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=al + а,А + аА? 

е (84 60е" 22 一 (2 一 30e e” – (1 + 3)е7* 
де — (2+ le’ 4e” + (5— 3де 2e” — (2— 3De |. 
е + (4+ 60е" 8ez 十 (3 一 8)e- 4e” + (5— 3De"' 


| 一 


习 题 三 


1. 证 明 下 列 问 题 : 
(1) ЖА A.P] (A, ik Ж + А, ЯКАТА + АТ, ГА К 
+A; 


(2) 若 方 阵 级 数 > ,cs4" 收敛 , 则 


( Уус» Р} = Ус АТ)”. š 
2. key AS Aik 8k T А.Н A,' Z. A 1 都 存在 ,证 明 : 
Q) lim |A,|=1Al1; 


(2) lim А„!=А^!. 


3. RAKHE 


sint cost t 


АФ) = им e ml, 
07. # 


Ў Ф Z0,it3 lim АС) ало) ФА) diao] КУТІ 
t P 1520.1 im ОА аА а Dlg . 


4. RARI 


[е ше 2 
Alx) = |е" 2e 0), 
Зх 0 0 


zep арр 
я асдаг ља | Аса). 
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5. Ж у= (у (0) уг E) y0) A A п НАННЕ, 
f(y)=y Ау. ЗЕЛ: 


df 


dy 
a) dy 


T 
一 2774 Q: 
(2) а 11257 дә. 

6. 证 明 关 于 迹 的 下 列 公式 ; 


ия 


d тргу 
(2) ынвю=ду В") = 


(3) ДылохтАХ) 一 (4 十 47)X， 
其中 


tr( XX= 


d 
Пах 


X = (2). B = bi)axms А = (а) хн 
Te 证 明 : 


da + db 
axr ta ах?’ 


2047) =b" 


en ИРМ 

`8. AR PRAEG r) 表示 成 平面 上 直角 坐标 条 уло 
中 的 点 (ziyxzi)7, 分 别 画 出 下 列 不 等 式 决 定 的 向 量 х= (mi Ü di)”, 
全 体 所 对 应 的 几何 图 形 : 


(1) lz] <1; 
(2) 11.15 
(3) 121-1. 


9. 证 明 :对 任何 了 ,yEC" ,总 有 


уж уе = Ое УЕ Па 010. 


10. 证 明 : 对 xEC", 有 
lele < їтї,.& lr. 
11. 设 anan a, 是 正 实 数 , 证 明 : 对 任意 K= (2,22... 
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1V EC, 
| IXI = (Xalal)? 
是 С 中 的 向 量 范 数 . 
12. 证 明 : 
ПА 1 = n max |а„| 
1<¿ <" 
RHEE А = (a), E Ж B. Б б) Ж) 1- 范 数 相 容 . 
13. Ж ACC”, B AA 可逆 ,证 明 : 
ПА 12 HA. 
14. Ж ACC”. А |А | <1, 证 明 :;7 一 4 可逆 ,而 有 全 有 


š 1 
АЖ; 1 — 
а Ваар» 


- А1 
ду | <L. 
® la-a < HAT 
15. E A BEC”, k LECEN: 
(1) еле =e tn dt |р, , (е?) le; 
(2) 3 AB=BA 时 ,eye 一 ese ”一 er 


(3) ger =Ае“=е“А; 


(4) sin(A+ В) =ѕіпАсоѕ В+ соз. Авїп В. 

16. ЖТЯЈ = Ж ЗЕ 4536 ШЙ k cosA.sinA,e*', 
(1) 3 A ARFA =A); 

(2) ЗА ЖААЗ (А =D; 

G) ЗАЮЖЖАРЊ =). 

17. 2468 4 的 特征 值 的 实 部 全 为 负 , 则 


18. 计算 e*” 和 sinAz, 其 中 : 
2 0 0 
0 1 0 
01° Т 


(1) A= 
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0 -1 0 
(2) 4=|1 0 1|; 
0 1 0 
о 1 0 
(3) 4=|0 0 1|. 
—6 一 11 一 6 
19. 计算 下 列 和 矩阵 函数 : \ 
221 
() А= |1 3 1|.Ж At, 
122 
4 2 一 5 
(2) А= |6 4 一 9|, 求 en 
5 3 =l 
(3) A= 0 С! |. жагыз 4, 
4 4] 4 
(16 8] I 1 
CO 4=| , a RUHA :及 At. 
20. iA: 


sin24 + cos’ A = I, 
eitil 一 e4， 
其 中 4 为 任意 方 阵 . 

21. 若 4 是 反 实 对 称 ( 反 Негтіте) 32 £ , R| е^ 为 实 正 交 ( 西 ) 
ЗЕ. 

22. # 4 是 Hermite ЗЕ $, R| е^ Ж ТЕЬ, Ж n=l 
时 ,此 结论 的 意义 ， 

23. ЖТЗ АК АЊА, ЖАА 的 限制 : 

(1) shA; 

(2) In I+ A); 

(3) arctgA. 

24. Ж 4AEC" iA: 
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(1) let етә; 
(2) [е*[<е!'. 


25. 设 AEC"*", 且 A і. ЖАХ А 的 任 一 特征 值 , 则 


1 
TaT, & Ms 1 41 
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第 四 章 ”和 矩阵 微分 方程 


利用 矩阵 表示 线性 微分 方程 的 定 解 问题 ,形式 比较 简单 ,而 矩 
阵 函 数 又 使 线性 微分 方程 的 求解 问题 得 到 简化 . 不 仅 如 此 ,矩阵 微 
分 方程 还 是 系统 工程 和 控制 理论 的 重要 数学 基础 . 本 章 先 讨论 线 
性 定常 系统 状态 方程 的 求解 ,再 讨论 线性 时 变 系统 的 状态 方程 及 
状态 转移 矩阵 ,并 给 出 其 级 数 解法 . 


$41 线性 定常 系统 的 状态 方程 
线性 定常 系统 问题 常 通过 一 阶 常 系数 线性 方程 组 的 定 解 问题 
来 描述 . 
1. 线性 常 系 数 齐 次 微分 方程 组 的 解 
设 有 一 阶 线性 常 系数 齐 次 微分 方程 组 


d 
= ап + ал; 十 … + ах,» 
d. 

= аал + авт; 十 … + a,xz,, 


dr, 


а аах 十 anzTz 十 … а.х,» 


EP, =r OEA г AR aj EC i j=l, 2 设 


an ар o аһ 2100) 

аа ав ** ay, 2.00) 
А = ， х0) = " 

йл ад ** Au 2,0) 
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则 上 述 方程 组 写成 矩阵 形式 为 
dz 
dt 

若 未 知 函 数 z(t) 不 是 列 向 量 ,而 是 nwXm FEE E£ 


Ed} 


= Ал. 


Zn(t) X12t) … х. (0) 
ха) = ， 
ХАЧ) Talt) ° xC) 
则 方程 
dr _ 
а = Ах 


就 是 nXm 个 未 知 函 数 的 线性 微分 方程 组 , 下 面 将 讨论 该 方程 组 
满足 初始 条 件 
Tulto) доо) °° жб) 
| хаб) хб) … хб) 

zo| = zü) = Ni | 
Tuto) хыб) … хы) 
的 定 解 问题 . 

定理 1 设 定 解 问题 为 : 


dr 
йж дг, 
| 7 (4.1 


LCE) | = т), 


EP, хо) t И Ж nXm 矩阵 ,z(to) 是 nXm Bt Я 
阵 ,4 是 给 定 的 阶 常数 方 阵 , 则 

(1) 定 解 问题 (4. 1) 的 解 为 

xlt) = horl), 

并 且 这 个 解 是 唯一 的 ; 

(2) 解 xi) 的 秩 与 上 的 取信 无 关 . 

证 (1) 因为 
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Are >r (t) ] 
= Aet wato) 
Аха), 


LC) linr = [е9 00) 1, 
= Ix (to) = хб), 
因此 z(t) = etor) 是 (4.1) 式 的 解 . 
若 v(1) 也 是 (4. 1) 式 的 解 , 令 


у@) = e “v(t), 


则 
0 оса Ayo) + е“ + 
=— e “Av(t) + e “Av(t) 
= 0, 
故 对 YzEC, 有 
y(t) = Ё, 
从 而 
y(to) = k, 
由 初始 条 件 知 
y(to) = e “ov (t) = e "r (t) s 
故 
e hor(to) = k. 
从 而 
ya) =е-^ъ@а) = k = e *%z(to), 
因此 


v(t) = е^“ oz(t)， 
即 (4.1) 的 解 是 唯一 的 . 
(2) 由 于 ese- 吓 对 于 任何 的 上 都 是 可 道 矩 阵 ,因而 z(2) 的 秩 与 


165 


X(to) 的 秩 相 同 , 故 zx(i 的 秩 与 的 取 值 无 关 . 

这 个 定理 表明 ,线性 齐 次 方程 组 的 定 解 问题 (4. 1) 与 普通 齐 次 
微分 方程 的 定 解 问题 具有 相同 形式 的 解 . 但 矩阵 乘法 不 满足 交换 
律 , 因 此 要 注意 初始 矩阵 (to) 是 右 乘 . 


2. 线性 常 系数 非 齐 次 微分 方程 组 的 解 


Ж А = (а)„х„ 5 В = (6,,),х„ 是 常数 矩阵 ,而 
x Ct) u(t) 
t 
x(t) = 200) ‚ иау= “г ? 
2,0)) Um(t) 


都 是 函数 向 量 , 其 中 避 (0) ,w(t),… ,uz) 是 已 知 函 数 , 则 称 


90 = Az(t) + Bult) 
为 线性 常 系数 非 齐 次 微分 方程 组 . 下 面 考虑 该 方程 组 的 定 解 问题 : 
аа) = Аха) + Вий). 
4.2) 
LCE) | = 0). 
设 非 齐 次 方程 组 (4. 2) 对 应 的 齐 次 方程 组 为 
ED дд), 
则 它 的 解 为 
xlt) = e“c, 


其 中 < 为 任意 常数 列 向 量 . 与 普通 微分 方程 情况 一 样 ， TERAS 
变易 法 来 求 非 齐 次 方程 组 的 解 . 设 
z(t) = e*c(#) 
为 (4.2) 式 的 解 , 则 
dza) 


= A ы 
а = Ae*c(t) + e“c' (t), 


代入 (4. 2) 式 得 
c(t) = e™™ Bult), 


166 


с@) = [+ “Виш а; 
从 而 (4. 2) 式 的 解 为 
z(#) = ef e`“ Bu(t)dt + e“c, 
to 


其 中 * 为 任意 常数 列 向 量 . 为 了 满足 初始 条 件 , 应 有 
X(to) = 0 + ec, 


因此 


C=e Mr(t), 


从 而 定 解 问题 (4. 2) 的 定 解 为 
alt) = et") r(t) + [е А«-» Bu (o)do,. 


° 


3. nn 阶 常 系数 微分 方程 的 解 


设 ara, "a, 为 常数 ,zx(t) 为 已 知 函 数 , 称 
y" + ay" U + ау"? + + + a,y = ult) 
为 nn 阶 常 系 数 微分 方程 . 当 u(z) 关 0 时 , 称 为 非 齐 次 的 ;否则 , 称 为 
FRH. 
由 于 常 系数 线性 微分 方程 组 的 矩阵 形式 解 已 经 得 到 ,因此 ,人 
们 自然 想 把 高 阶 微分 方程 化 为 方程 组 来 求解 . 下 面 先 考虑 пж 
系数 线性 齐 次 方程 的 定 解 问 题 : 
|, D jay" + ау"? + + + a,y = 0, 


o 7 В (4. 3) 
IP O | = у, ¿= 0,1,,n — 1. 


令 


167. 


从 而 


Ze 一 To 


La =— a,z, — а„-үл, 一 … 一 QIZo。 
Ра ; 
x x(t) ) 
x(t) 
ха) = |, 
: | 
2,0)) 
2100) | Yo 
(0) I 
хоу =" |=|” |. 
2,00) И 
则 定 解 问题 (4. 3) 可 写成 
dzx(t) 
—— = Ахта). 
а" 4.4) 
xC) |, = 200), 
其 中 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
A= , 
0 0 0 1 
= а, "аш. == E = 
显然 ,4 为 友和 矩阵 . 


由 定理 1 得 , 定 解 问题 (4. 4) 的 解 为 
x(t) =е“^х(0). 
由 于 定 解 问题 (4. 3) 的 解 是 (4.4) 式 的 解 的 第 一 个 分 量 ,从 而 
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定 解 问题 (4. 3) 的 解 为 
у = (1,0,0,0) (£) 
= (1.0,0,---,0)e*z(0) 
yo 
‚ 


= (1,0,0,1, 0e% | 2° 


-D 
Jo 


对 于 n 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 的 定 解 问题 
| y” + ay“ U Hay"? + - + ay = ult), 


(4.5) 
YPO leno = I> i=0, lren l, 
可 作 类 似 讨论 ,进而 得 到 定 解 问题 (4. 5) 的 解 是 方程 组 
( 
| WO = Art) + Ви). 
I(t) [ао = z(0) 
的 解 的 第 一 个 分 量 ,其 中 
210) вА 
Г 
пае a 
z(t) уч» 
T yo 
(0) f 
ао [Г Ше О. 
2,00) yn 
0 1 0 0 0 
0 0 1 0 
А = Bili 
0 0 0 1 0 
a, а,-\ An- ° а 
由 定 解 问题 (4. 2) 知 
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х0) = e*r(0)+ fet- Budo, 
从 而 定 解 问题 (4.5) 的 解 为 
ID = (.0,=-,0) | evz(0) + [° Buwa). 


由 上 述 讨论 可 知 , 不 论 是 一 阶 常 系数 线性 微 方程 组 ,还 是 И 
常 系数 线性 微分 方程 , 求 定 解 问 题 的 解 的 关键 在 于 计算 矩阵 函数 
e”, 而 计算 矩阵 函数 e* 是 第 三 章 的 基本 内 容 , 从 而 求 常 系数 一 阶 
线性 微分 方程 组 及 阶 线性 微分 方程 的 定 解 问题 的 解 的 问题 已 经 
解决 . 作为 例子 ,下 面 考虑 一 种 特殊 情况 , 即 矩阵 4 为 友 矩 阵 且 有 
2 个 不 同 的 特征 值 的 情况 ， 

例 1 BER ADRE HA n КАННА Aish 
АЖ E 


= Ax(t) + Bu(t), (4.6) 


| тх@)|„„ = х(0) (4.7) 
的 解 . 
解 方法 1 由 友和 矩阵 的 性 质 知 ,矩阵 А 的 Jordan 标准 形 J 
与 相似 变换 矩阵 P 分别 为 


(А 0 0 
0 àù - 0 
J = РАР = š 
0 0 А, 
h. 3 
А. 2 À 
Р= |х Ж д 
д д! Жс!) 


Ф 
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z = Pz, 


则 
dz dz 
w Pa 
从 而 方程 组 (4. 6) 变 为 
dz _ 
T q АР: + Bu(t), 
因此 
Че = р-зАр + P 'Bu(0), 
dt 
Ш 
dz, 
& A 0 0) (2, 
dz 0 А 0 | 12, 
dt | = + Р 
dz, о 0 An) (z, 
dt 
设 
0 u (t) 
0° ГАО) 
P| |а) = | |, 
1 u,(t) 
则 上 述 方程 组 可 改写 为 
а = Azi + u(t), 
dz: = Àz: + u(t), 
de да, + wl). 


u(t). 
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显然 ,上 面 ”个 方程 都 是 一 阶 线性 微分 方程 ,因此 . 可 以 求 出 = ， 
zatoz ATR EHE =, 并 由 += P< 得 到 方程 组 (4. 6) 的 解 ,再 
由 初始 条 件 (4.7) 确 定 定 解 问题 的 解 . 
方法 2 由 于 4 的 特征 值 互 不 相同 ,利用 拉 格 朗 日 插值 公式 
求解 也 是 比较 简单 的 . 事实 上 , 定 解 问题 的 解 为 
z(t) = e*z(0) + [е aayqa, 


因此 ,问题 归结 为 求 e*, 按 拉 格 朗 日 公式 (也 可 按 Jordan 标准 形 
等 方法 ) 求 e*, 有 
e“ = YLA), 


et- = Der А). 


其 中 
LCA) (4 一 17)…(4 — À - D (A — Agil) (A — А) | 
i (АА) А) СА — А.) Q, А,) 
G = 1,2," .n). 
故 定 解 问题 的 解 为 


х0) = енка + Уу] -L (A)Bu бодо). 
例 2 求 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 组 


р =?» +2» — у, 


dt =-у- у + уз, 
а 
500 =— у, — 2y: + 253 
在 初始 条 件 
2100) 1) 
y0) = |y,(0)| = | 
bo] (з 
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下 的 解 . 


解 ”系数 矩阵 为 
2 2 —1 
А= |-1 —1 | 
[12 2 
从 而 定 解 问题 的 解 为 
yG) = e*y(0), 
Ж е“. 


方法 1 易 求 出 4 的 Jordan 标准 形 及 相似 变换 矩阵 分 别 为 


1 1 0 1 1 1 
sea Р=|—1 0 O|; 
0 0 1 =1 00 1 
从 而 
e te' 0 
e“ = PeP = Р|0 е = 
0 0 е) 
故 定 解 问题 的 解 为 
е 
y(t) = е“у(0) = |е |. 
Зе’ 


方法 2 用 拉 格 朗 日 插值 公式 求 e”*. 由 于 4 的 最 小 多 项 式 
m() 二 (4 一 1)?, 因 此 可 设 多 项 式 600) 
gQ) = а, + аА, 


| ҒО) = 80), 
Ра) = #01), 


| fa) = e” h- =|= a Ha = 20), 
fA) = te” ja = të =a, = g'(1), 
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解 得 


a, = e! — te', 
a, = te', 


从 而 
gÀ) = (1 — te + teà, 
故 
f(A) = g(A) = (1 一 Dey 十 te'4 
1+2 2 = £ 
=e| 一 上 一 2 十 1 £ ， 
一 上 一 2 +1 
因此 定 解 问题 的 解 为 
e 
y(t) =е“у(0) = |е' |. 
Зе' 
例 3 求 常 系数 线性 非 齐 次 方程 组 
500 =2y, — у, + уз + e”, 
dy:(t) 
“d =3y: — уз, 
0 =?у, + y: + Зу, + te”, 
在 初始 条 件 
y1(0) 1 
y0) = |у,(0)|= |1 
y3(0) 1 
下 的 解 . 
解 将 方程 组 写成 向 量 方程 
gx = Ay) + ий). 
n 
其 中 


174 


2—41 1 
А= |0 3 an ) 
2 1 3 
КО] fe” 
у@) = |y], uD = | 0 
2:0) te” 
由 非 齐 次 方程 组 的 定 解 问题 公式 得 


yG) = evy(0) + [еен 
由 于 4 的 Jordan 标准 形 J 及 相似 变换 矩阵 P aA 


2 1 0 
J= 10 2 0, 
0 0 4 
a 6) 1 
Р= |1 1 i. 
1 0 1 
而 且 
1 } 
> 0% 
p-'= 1 1 0j, 
1 1 
A 
于 是 
evy(0) = Pe“P-!y(0) 
21 0 Ё 
=1 0 1 | (е ге“ 0 2 21(1 
ЕЕЕ! 
1 о1о о е1 ощ 
2 2 
— йе” + e" 
-ka +t)e”— е“), 
ие” + e” 
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е^“-®”ш(›) = PerP-iu(v) 


一 1 0 1 е?“ (t ў vje”? 0 
= |1 i =} 0° eco . 0 
1 0 1 0 0 е7 

1 1 
2 0 2|[е” 

х 1 1 0 0 
1 1 | (хе? 
2 02 


1— U + е9 + о + ое? 
u 


E| 14u e — o — verh 
2 


— 1 + 2: + её — р + ve 
代入 公式 , 定 解 问题 的 解 为 
у@) = ewy(0) + 9 
А 


例 4 设 某 一 动态 微分 方程 为 
у" + 7y” + 14у + 8y = 6x(t)， 
其 中 ,y 为 系统 的 输出 函数 ,u(t) 为 系统 的 输入 函数 , 求 y0). 


解 令 


z = у, 
z, = y, 
2° = у", 


则 
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тү = Tzs 
К = ху, 
дз = y” =— 8r, — 14z, — 723 + би(), 
写成 向 量 方程 组 为 
х = Ах + Вий), 


其 中 
0 1 0 0 
A= | 0 0 1 В= | 
-8 - 14 =? 6 
由 于 4 为 友 矩 阵 , 故 特征 多 项 式 为 


PA) =A H ТА + 14А +8 = AIDAH 2A 4), 
故 4 的 特征 值 分 别 为 

à =—1, %5%=—2, À =— 4. 
从 而 А 的 Jordan 标准 形 J 及 相似 变换 矩阵 了 分 别 为 


= 0 
J=|0 一 2 0 


о 0 —4 
E m-i 
Palsi =2 ад: 
1 4 16) 
而 且 
16 12 2 
i —15 =g]: 
2 3 1 


方法 1 计算 e* 及 e* ,并 代入 非 齐 次 线性 方程 组 的 定 解 


т@) = e*z(0) + | ee Bu ado, 
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k, 

z(0) = Ë 

(а, 

为 任意 给 定 的 初始 条 件 . 因而 原 方程 组 的 解 为 
уч) = 1,0, 0r) 


= (0.7,0) (e*z(0) + 人 ed 


此 种 方法 在 计算 所 及 e “的 过 程 中 显得 繁杂 ,下 面 介绍 另 
一 种 方法 . 


方法 2 令 
z = Pz, 
其 中 z= (21,21,23), W 
х= Рг, 
因而 
Р: = APz + Bu(t). 
两 边 左 乘 P ' ,得 
z' = P-!1AP<z + Р^!Ви(ї) 
= 0 0 21 2 
= | 0 27 Ü |+ | 一 3|н@). 
0 0 = 4) (23 1 
ЊН у= (1.0. -...,0) х, х= P< 得 
1 1 1 21 
у = (1,0,0) 1-1 — 2 — 4 М 
1 4 16 J (2; 
=z + x, + zx | 
因此 ,只 须 求 出 =x ,zz,zs 即 可 . 解 方程 组 
2 =— zx, + 2u(t), 
人 一 一 2z: — 3u(t), 
2 一 一 4zs + u(t), 
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z = еа + Греоеа) ， 
zz 一 е + | = ОЛ , 


z = (+ [КЕЛ ， 
从 而 原 方程 组 的 解 为 
у= het + ke™” + he“ + eye: 
— 3e зеде +е Juderd, 
其 中 ,ki,kz,ks 为 三 个 独立 的 任意 常数 . 


$4.2 线性 时 变 系统 的 状态 方程 


1. 线性 时 变 系统 的 转移 矩阵 


线性 时 变 系统 是 指 变 系数 的 线性 微分 方程 组 
定义 1 设 阶 方 阵 A(z) 在 [to,t1] 上 连续 ,z(t) 是 nXm 阶 未 
知 矩阵 , 则 称 
ED ~ ADE) «4. 8) 
为 变 系数 的 齐 次 微分 方程 组 . 
定义 2 设 
хуз) 


х0.) 


Фа») = (j= 1.2, н) 


=, (t t.) 
满足 条 件 


аф, (2,0) _ 
Т = ADDE), 
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0 
;| 万 一 1 个 
2100.0) 


2100,6) 
Фу.) |, = А 


ЕСИ) 


ШЖ n B 2 E£ 
Ф@аы„) = (D, (sto) D: sto) t ,Ф„(,)) 

Ti(tvto) ziz(tvto) °° а, (2.2) 
Tai(tsto) хао) … z, (tto) 
ха.) хо) 。 Tom(tvto) 

为 方程 组 (4.8) 的 转移 矩阵 ,有 时 又 称 它 为 基本 和 矩阵 . 

BROU t) =1,. BER, AE n 阶 方 阵 的 每 个 列 向 量 都 是 
方程 


dz = A(t)r 
的 解 , 则 称 它 为 转移 矩阵 , 
例 1 证 明 : 和 矩阵 
$ “Ocos(# — to) — esin(t 一 A 
Фазы) = 
eosin (t — ta) ecos(t — to) 
是 方程 组 
ир 2 —е [| 
x: (t) М 区 1 2.0) 
的 转移 矩阵 . 
证 容易 验证 


180 


е?“ -cos 人 — to) 
D, (t,t) = 


е! “osin (2 — to) 


p e” sint 一 ч 
Фа») = 
е'%со5 (1 — to) 
是 方程 组 的 解 , 又 因为 
[ 0 
Bltosto) = | |, Ф044) = | |: 
0 1 
故 


Фаыы„) = (@,G(t,t,),@,(t,t,)) 
为 方程 组 的 转移 矩阵 . 
性 质 1 ， 阶 方 阵 @(t,to) 是 方程 组 (4.8) 的 转移 矩阵 的 充 要 
条 件 是 @B(1,t,) 是 定 解 问题 


аха) 
220) = 4(D)z()， 
| dt 4.9) 


х0) |e = Ln 
的 解 . 

证 ”必要 性 . 设 B(z,t,) 为 方程 组 (4. 8) 式 的 转移 矩阵 . 显然 ， 
Plot) 二 1,. 剩 下 的 问题 是 只 需 证 明 @(t,t) 是 方程 组 (4.9) 的 
Ж. 按 转移 矩阵 的 定义 得 

З) L AWP) Gj=1,2,-=.n), 
因此 


dG(Ctto) 


м) 9 (фа) Фифа) 


| dØ, G.) аФ, (1,0) dË, (t,to) 
г гат. 
= (А(2)Ф, Ct sto) .А()Ф,(,2,), ""-.АС)Ф, (2,1,)) 
= A) ( D, sto) Dalt), Ф, 0,10) 
= A(D) Dt ,to). 
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充分 性 . 设 
Фан) = (D, sto) D, (tto), D, Ct ,1)) 


是 定 解 问题 的 解 ,于 是 
4Фин) _ 
а = А()Ф(,2,), 
Вр 
аал = ADD t) (= 1,2,0). 
又 由 
Фавы„) = 1, 
Ж 
0 
: \- 14 
0 
Фм) = |1 |, 
| 0 
0 


因此 ,@(z,4,) 为 方程 组 (4. 8) 的 转移 矩阵 . 
性 质 2 设 B(1,1o) 是 方程 组 (4. 8) 的 转移 矩阵 , 则 定 解 问题 
dzr(t) 
= А0040), ai 
х@)| = хб) 


的 解 为 
alt) = ФО) (to). 
证 因为 
go - — у, 
由 性 质 1 知 


4Ф@ ы) 


тар =. AHPC, ta), 
从 而 
о енд 
= AG)%G.t.)z(4) 
= А()=(), 
而 且 


х@)|-„ = Ф(ъ.ь)х@„) = Lx (to) = 20), 


故 OSD, to) Cto) EE [8] 88 E. 

性 质 2 表明 , 若 zx(t) 表 示 系 统 的 初始 状态 ,z(z) 表 示 系 统 在 / 
时 刻 的 状态 , 则 对 初始 状态 作用 更 (zz) 就 得 (转移 到 )z 时 刻 的 状 
态 . 这 既 说 明了 把 @(e) 称 为 转移 矩阵 的 原因 ,也 说 明了 求 一 个 
系统 的 转移 矩阵 的 重要 性 . 

性 质 3 设 更 (to) 为 方程 组 (4. 8) 的 转移 矩阵 , 则 

(1) Фа) = P,O sto); 

(2) Ф!(т.„) = @(t,t). 

证 (1) 对 任意 的 r), A 

X(t) = ltt) х0) 


是 定 解 问 题 
шо) = 4(Dzd)， 
LE) |, = хб) 
的 解 , 故 


X(t) = Pi,to)x(to), 
BI r) = %(1,t6)zx(to) 也 是 定 解 问题 


dr) _ 
| тағ AMIC), 
| хт) = z@) 
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的 解 .由 性 质 2 可 知 , 该 定 解 问题 的 解 为 
т@) = @Gt#.t,)z(t.). 
由 定 解 问题 解 的 唯一 性 得 
xlt) = Bt,to) rto) 
= @Gt.t,)=r(#,) 
= (t,t JOC sto) (t), 
由 x(t) 的 任意 性 得 
Фа) = Pt OC sto). 
(2) 在 (1) 中 令 上 一 bp, 得 
1, = @(t,.t,) = Plta sti JOC sto), 
即 i 
P! Ctto) = Ölt sti), 
由 4 的 任意 性 得 
Ф (tto) = Plt). 


2 状态 转移 矩阵 的 求法 


根据 性 质 2 , 求 定 解 问题 (4. 10) 的 解 的 关键 在 于 求 方程 (4. 8) 
的 转移 和 矩 阵 ,而 根据 性 质 1, 求 方程 组 (4. 8) 的 转移 矩阵 的 关键 在 
于 求 定 解 问题 (4. 9) 的 解 ,因此 于 脆 直接 找 定 解 问题 (4. 10) 的 解 ，、 
若 4(i) 为 一 阶 和 矩阵 , 即 A(t) 二 alt) 为 数值 函数 , 则 定 解 间 
题 为 
х'@) = а@)ха), 
- 23 = r(t). 
它 是 普通 微分 方程 的 定 解 问题 ,由 《高 等 数学 ) 中 的 微分 方程 知识 
知 , 它 的 解 为 
X(t) = ее). 
因此 ,可 以 假设 定 解 问题 (4.10) 也 有 类 似 形式 的 解 ; 


+G) = el, >G). (4.11) 
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应 该 指出 的 是 ,4. 11) 式 是 否 真 的 是 定 解 问题 (4. 10) 的 解 ,还 必须 
验证 . 由 矩阵 的 乔 级 数 定义 ,有 


20) = [ + |, Асо) + эү uf Awd)? 


十 … + Гао) + =], 
则 x() 的 导数 为 
20) = Гао га Hj. AG)doAG) + awf Awd] 


+ …]rco， 
而 
š 
Ашха) = [aw + awf AG)də + Lan f Awa) 


+ Jeto. 


在 一 般 情 况 下 ,矩阵 乘法 不 满足 交换 律 ,因此 不 一 定 有 
ха) = AG)z=G(t), 
但 若 有 


| Awd AG) = AW АСФ, (4.12) 


则 
=G) = AG)<z(0. 
事实 上 , 若 (4. 12) 式 成 立 , 则 


aw Í: Adv] = КО Аса А0)» 
z АСОВА [| Adv 
=, 4(u)du * f Aw)dv + AGO 
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' z 
= [Í АСФ д0), 
同 理 可 得 
ao 人 дс) = (}, AG] AG) G=3.4,-), 
因此 
x' (t) = Аах). 
而 且 
I) |in, = 0) = 200), 


故 (4.11) 式 是 定 解 问题 (4.10) 的 解 . 由 于 条 件 (4. 12) 使 用 时 不 方 
便 ,下 面 将 它 变 为 对 4(:) 的 条 件 , 进 而 得 到 求解 定 解 问题 (4. 10) 
的 一 个 充分 条 件 . 
定理 1 若 对 任意 的 44,t;, 有 
Alt )A(t:) = Alt JAC), 
则 定 解 问题 (4. 10) 的 解 为 


z(t) = ehatal) 


= Ë +Í Awd + ж Lif | Awan] ыа 


+ 由 | [асоту + ра). 


而 且 ,方程 组 (4. 8) 的 转移 矩阵 为 
Фа) = ео 


=1+ [ AC)de + ||, ae]: 5 
+ ЫП Acan)" ы: 
证 由 于 对 任意 的 4,t;, 有 


ADAC) = AltA), 
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[ 4(o)du + AG) = [ A A do 
= [ AG)AG)49 
7 


= awf 4(o)dv， 
即 公式 (4. 12) 成 立 ,从 而 (4. 11) 是 定 解 问题 (4. 10) 的 解 . 特别 地 ， 
Wr lto) =,F, EYER 1 知 
Фан») = efto 


是 方程 组 (4. 8) 的 转移 矩阵 . 


@ 2 设 
AG) = «КҮ|, 
0 0 
求 方程 组 
х'@) = AICE) 
的 转移 矩阵 ， 


解 HETH t A 


0 ш с 
AGDA) = ЕЧ ажа) 
0 0 0 0 
=o 
= AG)AG.). 


故 方程 组 的 转移 矩阵 为 


Фаы») = АЕ 
А | ‚ 
=1+ [дов + Hf Atodo) +. 
由 于 


Меме CN 
Јао = k: |, а +> 
* 0 0 
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! 1—1, ] 


= 0 @FDa FD], 
(0 0 
p 2 
f А006 
(0 t—t fo 1—1, 
= G@G+)DG+D|| CD 二 DT 
0 0 (0 0 
=o. 


从 而 
| | Aae)" =0 (k=3,4,..), 
故 方程 组 的 转移 矩阵 为 
Фал) = 了 十 [| Аф)ф 
[1 se ai 
= | CT +. 
(0 1 ) 
显然 ,定理 1 中 的 条 件 是 定 解 问题 (4. 10) 求 解 的 一 个 充分 条 


件 , 但 并 不 一 定 是 必要 条 件 . 下 面 说 明 ,不 管 AG) ЕЖ 
件 ,但 只 要 它 能 使 级 数 


1+ [ 4(o)do + [ Аоф [асо 
+ | Adn [асов дев, Ga 
-ak ш 
Фан =1+ | Awd + [ Аоф Ас 


+ | Аф, [Аф Ао, 448 


必 为 方程 组 (4. 8) 的 转移 矩阵 ,上 述 级 数 称 为 Peano-Baker 级 数 . 
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事实 上 , 若 Peano-Baker 级 数 一 致 收敛 , 则 可 逐 项 求 导 : 
Фан) = AG) + awf Або) 


+ А] асов Абд + + 
= А@[1+ f Alv )dv: 


т [ Асо [Ас + …] 


= AG)%6.1.). 
而 且 
ltt) = I. 

由 性 质 1 知 ,B(z,to) 为 方程 组 (4.8) 的 转移 矩阵 . 

当 4(1) 满 足 什么 条 件 时 ,Peano-Baker 级 数 才 一 致 收敛 呢 ? 下 
面 给 出 一 个 充分 条 件 . 

定理 2 若 4(bO 的 各 元 素 在 [tt] 上 有 界 , 则 Peano-Baker 
级 数 为 方程 组 (4.8) 的 矩阵 . 

证 为 了 证 明 Peano-Baker 级 数 为 方程 组 (4.8) 的 转移 矩阵 ， 
只 需 证 明 Peano-Baker Ж ТЕГ, 1] E — 5 ЯНИ. h + 5 Ж 
级 数 一 致 收敛 等 价 于 矩阵 的 各 元 素 级 数 一 致 收敛, 设 

AG) = (at) nxa» 
并 设 M 是 各 元 素 的 公共 上 界 , 即 
la, (| < M lij =1,2 mit <t< t), 

则 对 任何 i,j R € [to,ti], 有 


|] „ой < MG =). 


| || a, (v yo f'a odo 


= | | [we J (vz 2 Јао, 


о 
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Га 


a 


<f [ше | 


<j [1а (0) | ° [таео dvs Jav, 


< о б, 


= зма 一 6)? 


A 


aM 一 t|). 
类 似 地 ,有 


f. а, vod ад] a,,(u,)du; 


Й 
ü 


< mf G — 64 
1 

= о — 加) 

«ама — t), 


易 知 ,级 数 
MG — t) + Ма, — to): А TG = n) + 


是 收敛 的 ,从 而 
f ai(v)dv + f а,б х" a,,(u,)do; 


ü "° 


+ f а, ‚ова f" ЖЖ ai; (vdv; 十 … 


о 


—# St. 故 Реапо-Вакег 级 数 一 致 收敛 . 
例 3 求 时 变 系统 


的 转移 矩阵 . 
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оц. 
AG) = К 小 ， 
显然 ,A(1) 各 元 素 在 有 限 区 间 上 总 是 有 界 的 , 故 A G) BJ Peano- 
ns Dn е e 


1—1 | 
Гавж = ||, | 


| Adn f" Аб)» = P К 


dv = 


0 T 0) 

0 7) 
0 去 oj 一 名 
е – g) 


= ||| A 


T" (vi — б) 


do, 
0 v 


0 Та — to)? (t + 2) 


0 ke = t) 


因此 时 变 系统 的 转移 矩阵 为 

0 1—1, 

0 le a 
[о а-ы е + 24) 


+ | 十 … 
lo le — t) 


1: O 
Фал) = | |+ 
0 1 


1 G h) фо G + 20) + 


0 1+ Le B) 十 Lei peee 
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з. 非 齐 次 时 变 系统 的 定 解 问题 


Ў А0) ул ЙЛ ÉE. BG) nXm NEE, B. AG)5 ВО) 

所 讨论 的 区 间 上 连续 ,x (1) 与 u(t) 分 别 为 n 维 及 m 维 列 向 量 . 现 
在 求解 非 齐 次 时 变 系统 的 定 解 问题 

| T(t) = AG)zrG) + BGO)u GO, 


zi = z(). сын) 


由 于 非 齐 次 时 变 系 统 所 对 应 的 齐 次 时 变 系 统 为 
Z'(t) = A(1)z(1), 
E B(1,10) 为 它 的 转移 矩阵 , 则 它 的 通 解 为 
L) = Blt ,to)e, 
其 中 * 为 任意 的 a 维 列 向 量 . 下面 用 常数 变易 法 求 非 齐 次 时 变 系 
统 的 解 . 设 | 
х@) = @G(t.t.)c(#) 
为 非 齐 次 时 变 系统 的 解 , 则 
x (t) = P(t,t) ct) + @Gt.t.)c' (t) 
= AMO, telt) 十 更 (tto)c Ct), 
代入 非 齐 次 时 变 系统 得 
ADC, tode) + Фа „)с'@) 
= AHD, toet) + Bult), 


д. 
с) = BH) BOOu() = Bt) Bu), 
故 
с) = c+ [ BB Oudt. 
从 而 , 非 齐 次 时 变 系统 的 解 为 


X(t) = @Gt.t.)cG) 


= Фел c+ f DU Bu dt 
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F 
= Ф(1,1,)с + | @G.u)B(o)u (o)do. 


为 了 满足 初始 条 件 
L) | = 20), 
应 有 
х0) = @Gu,ta)c + 0 = Ic = c, 
即 
c = 20). 


故 定 解 问题 (4. 13) 的 解 为 
ха) = @G.t)zG,) 十 [ Ф.о) Во)и б), 


Ф Фо) HAERTER EE. 
在 定常 系统 中 ,A 为 常数 矩阵 , 且 


Фан») = es, 


х@) = ечод) + Í ел9 B (v)u (w)dv. 


ü 


由 此 可 见 ,定常 系统 是 时 变 系统 的 特例 . 


例 4 求 系统 
, 1 ] 
|" ч ы К ЕУ WEIHE 
x! (t); 0 0 x 1 
LCE) | = хб) 
的 解 . 
解 由 于 


AG) = 


$ | 1 
ж вй) = | |, 
1 
0 0 

由 例 2 知 ,系统 所 对 应 的 齐 次 系统 
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x (t) = AG)zG) 


` 的 转移 矩阵 为 
1 | Жеф. 
Фазы») = (十 1)(t + 1) |, 
. 0 1 
故 系统 的 解 为 
т@) = Фан) 十 [ DQ ,v)Bulv)dv 
А to 
1—1, 
- |! G+DG FI М 
0 1 ЕЛО) 
‚|1 二 | 和 
+[ @ Ж) +1) И 
| > 1 
G) аа) 
= | T CFG + D te 
z, (to) 
== 
КК ЕЛЕ DlA 
J, | 
t — tof z:(to) 1+1 
= {е „+1 |+ А 
20) +t — to 
= = 
1. 求 下 列 微分 方程 组 的 通 解 : 
а = z, + 21,, 
а) 
dz: 


ч = 41 + 3x,; 
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d = 2 + 23, 
(2). аре 

а 

=з +m 


(2) А= 


2 жид уяна Ar 满足 初始 条 件 z(0) 一 6 的 解 : 
1 
1 —1 1|， #= 

з. RIZS Ar BURA # # <(0) 一 68. 
a Ж 

G) 4=| 2). в-| 中 ， u(t)=e-', ef); 
14 4 


waz; J (3), 
4 3 3 
2 1 | 
2 0 1 \0 
3 


—6 1 0 2 1 
(2)4=|—11 0 1|, B=|6|, u(t)=1, -fel 

一 6 0 0 2 = 
4. 求 方程 


y” + 6y" +11y' + бу = e~” 
满足 y(0) = y' (0) = y" (0) = 0%. 
5. 试 证 明 : 若 А ЮИ, kirik 5 À Б d Atta Ж 
为 Pi 和 Pa R| Ж 
+= Ах 

的 解 一 定 能 表示 成 

r= aP, + c,e**P,, 
其 中 ,常数 ci 与 c 由 下 式 确定 : 

х00) = аР, + eP 
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然后 利用 这 一 结论 求解 定 解 问题 


的 解 .并 将 这 一 结论 推广 到 nn 阶 方 阵 情 形 . 
6. 已 知 思 (1,to) 是 方程 组 


ага) _ 
d AG)z(t) 
的 转移 矩阵 , 试 证 : 
£ Фан») = — @Gt,t,)AG). 
Haite 


т. RHE £ 


(dx $ 
К = A(1)zx(?), 


LCE) |ime, = To 


的 解 , 其 中 ,4(t) ,ze 分 别 如 下 : 


а) AW |: “| jå 0 
t)= . = ‚ ь=0; 
о Jy 2% lal Ë 
í 1 
0 F 1 1 
(2) AG)= 1 ‚ = |1|; 
0 0 ан 1 
0 0 0 


11 1 
А0) = | |. »=| |: =0. 
£ : 
8. 求 下 列 定 解 问题 的 解 : 
(dz 
E = AG)z=G) + Ва)ий), 


X(t0) = Tos 
其 中 : 
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1 e~” j t) 1 
(CD AG) = |. воно | |а| |. „=% 
0 1 ==]. 


I 


1) 
ЖҮ 


1 1 
@)AG)= |, 0 1 |, Ви) = |1], х= |1|. 
a+ 0 1 
0 0 0 
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® J AMEE 


在 线性 代数 中 已 对 线性 方程 组 AX=6 进行 了 较 完 整 的 讨论 ， 
它 可 以 无 解 ,或 恰 有 一 组 解 ,或 有 无 穷 多 组 解 . 初 看 起 来 ,似乎 无 解 
的 矛盾 方程 组 (或 称 不 相 容 方程 组 ) 最 为 乏味 并 且 没 有 实际 意义 ， 
但 事实 却 相反 . 在 某 些 实际 问题 中 ,如 数据 处 理 、 多 元 分 析 、 最 优化 
理论 .现代 控制 理论 .网 络 理论 等 学 科 中 ,所 遇 到 的 方程 组 往往 是 
不 相 容 方程 组 , 此 时 ,我 们 不 能 求 得 АХ =b 的 解 ,而 只 能 将 要 求 合 
理 地 改 为 :寻求 XEC", 使 上 AX 一 b 为 最 小 . ш |, | КЕ 
数 时 ,这 样 的 解 称 为 线性 方程 组 的 最 小 二 乘 解 ,或 最 小 剩余 解 . 如 
Ж AX=4 是 相 容 的 且 有 无 穷 多 组 解 ,在 这 无 穷 多 组 解 中 ,往往 要 
求 的 是 范 数 最 小 的 解 . 问题 是 这 样 的 解 是 否 能 统一 地 表示 成 紧 次 
形式 X==G6b, 其 中 G 是 某 个 矩阵 . 这 个 问题 的 回答 是 肯定 的 . 这 就 
是 引出 逆 矩 阵 的 实际 背景 . 

E. Н. Moore F 1920 年 在 美国 数学 会 上 提出 了 他 的 广义 道 矩 
阵 的 一 个 论文 摘要 ,论文 发 表 在 他 死 后 的 1935 年 . 本 世纪 30 年 
代 , 我 国 的 曾 远 荣 先 生 把 它 推广 到 了 Hilbert 空间 线性 算 子 中 ,他 
还 是 把 不 加 可 分 条 件 的 完备 内 积 空间 叫做 Hilbert 空间 的 创始 人 
之 一 .由 于 不 知 其 用 途 , 逆 矩阵 一 直 未 被 重视 ,直到 50 年 代 , 由 于 
数学 的 发 展 ,需要 广义 道 和 矩 阵 概念 的 要 求 日 益 增多 . 1955 F,R. 
Penrose 发 表 了 与 Moore 等 价 的 广义 道 矩 阵 的 理论 ,现在 就 称 为 
Moore-Penrose 广义 道 矩阵 , 常 记 成 4+. 同年 ,Rao 提出 了 一 个 更 
一 般 的 广义 道 矩阵 概念 ,现在 叫做 g 逆 , 常 记 成 4-. 此 后 ,广义 逆 
和 矩阵 的 理论 才 逐 步 发 展 起 来 ,并 开始 广泛 地 应 用 于 许多 学 科 中 . 
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$5.1 和 相 容 方程 组 求解 问题 相应 的 
广义 逆 矩 阵 4- 


І. 广义 逆 矩阵 4 的 定义 及 性 质 


设 线性 方程 组 
АХ =b (5.1) 
是 相 容 的 ,其 中 AEC XET ЄС". 
Ж AX=6 相 容 >bE R(4)( 和 矩阵 4 的 象 空间 ). 
定理 1 对 任何 ER(4), 有 和 矩阵 C, 使 得 GO=X 是 相 容 方程 
组 (5. 1) 的 解 的 充 要 条 件 是 ,G 满足 
АСА = А. 5.2) 
证 必要 性 . 若 有 矩阵 G, 对 任何 ER(4), 使 得 X=G2 是 
(5. 1) 的 解 ,要 证 明 АСА= А. 事实 上 ,对 任意 ZEC", 令 20=42Z6E 
RCA). 由 假设 ,X=G 是 AX =b HR, EE 
AGb =b, 
(ŁA b= AZ,# AGAZ= AZ. h Z€ C" 的 任意 性 即 得 AGA=A. 
充分 性 , 若 有 和 矩阵 G 满足 AGA= 4, 证 明 对 任意 的 bE R(A)， 
X=Gb 是 АХ=ь 的 解 .事实 上 ,因为 ER(4) ,所 以 存在 ZEC"， 
使 AZ=b. НЕХТ 2.8 АСА=А, Ж AGAZ= А2, B] AGb 
=b. 这 说 明 X=G 是 (5.1) 的 解 . í 
定义 1 设 AEC”*, 若 存在 GEC"*" ,使 得 
АСА = A, @ 
NIFE G X A W g EWE A. 
因此 有 44- A= A. 
Ж OR AFERE A ATE AH g E A ;但 反 
之 不 真 . 
(2)Х = А-5 是 相 容 方程 AX =b 的 解 . 
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2. ЖЕЕ А 的 左 逆 Аг 与 右 逆 Ax' 


在 没有 证 明 z 道 的 存在 竹 之 前 ,请 注意 如 下 事实 : 若 CE 
C. Ë AG=1, 38 GA=1, 0] G 必 为 4 的 g ій. (BX FEB) G 并 不 
一 定 是 A 的 逆 , 因 此 可 引入 下 面 的 定义 : 

定义 2 设 AEC”*, 若 有 GEC”*”, 使 得 

АС = IGR СА = І), 
-JUPE G 为 A 的 右 逆 ( 或 左 逆 ), 记 为 Ах (EK Аг). 
AA; = I (È АГА = l). 

在 一 般 情 况 下 ,4 天 447 # Ак! = Аг. ШАТ Е.В А" 
=Ак!=Аг'!. 

定理 2 # 4 是 行 (或 列 ) 满 秩 , 则 必 存 在 4 的 右 逆 (或 左 
w), R 

А! = А`(АА') GR Аг! = (АА) ТАТ). (5.3) 
证 因为 4 是 行 (或 列 ) 满 秩 , 所 以 AA: (或 А” 4) 为 满 秩 方 
阵 ,因此 有 
AA: (АА) = І, = (АА) АА: 
СЕЎ САТА) ПАА = І, = А`АСА'А)!), 
所 以 有 
А! = A'(AA:) 1 Ау! = (АА) ТА"). 
定理 2 所 定义 的 右 道 (或 左 道 ) 的 性 质 为 : 

(1) AAR'A=A, AA7'A=A; 

(2) Ak'AAr'= Ar, Аг!ААг!=Аг!; 

(3) (AAçU =АА,!, (AAP =AA7'; 

(4) (AR'A)' =А !А, (АА) =Аг!А. 

证 以 (4) 为 例证 之 ,其 余 请 读者 自 证 . 

(А;!А)` = [4 (44°)-14]°] 
= A'[(AA:)5 A): 


(RL) 


= A*[(AA:)']'A 
一 4 (44) А 
= Az'A. 


3. g Ë A 的 存在 性 


定理 3 非 零 矩阵 4EC"” 总 有 8 2 A. 
证 下 面 给 出 定理 3 的 构造 性 证 明 , 即 不 仅 证 明 它 的 存在 性 ， 
而 且 给 出 构造 g 道 的 方法 . 分 两 种 情况 讨论 : 
(1) A 是 行 ( 或 列 ) 满 秩 , 即 rank А = т< (8 rank А=л< 
m) ЗВТ А 有 右 (或 左 ) 逆 ,而 左右 道 都 是 & 道 ,因此 知 4- 存在， 
且 
4-= Ак! = A` (АА') (8 AT = Ау! = (4 4)- 4 ). 
(2) A 既 不 是 行 满 秩 也 不 是 列 满 秩 , 即 
rank A=r<min {m.n} (r>0). 
对 这 类 矩阵 进行 满 秩 分 解 , 即 有 列 满 秩 矩阵 СЄС" ESAT AA 
KER DEC "使 得 4=CD, 因 此 存在 Ст! 与 Dx'. 因 为 
А(Юк!С;')А = CD(Dk'C,!)CD = CD = A, 
所 以 
A- = Ок\!Сг!. (5.4) 
关于 满 秩 分 解 的 问题 ,我 们 可 以 这 样 来 进行 :对 A 进行 一 系 
列 行 、 列 初等 变换 ,使 4 变 成 


з 
РАО = | 
\0 
其 中 A, 为 > 阶 满 秩 方 阵 . 于 是 
ГА, ol ГА, 
A= P| || ja, DR, 
0 0 0 


0; 


|. 


0; 


取 C = p= A ec, D= а, 007 E C Ва. 
请 读者 证 明 ,这 样 构造 出 来 的 А 满足 (RZ) 式 的 四 个 性 质 . 例 
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MERG): (АА) =AA-. ERE 
(44-) = (CDDz'C;')' = (СС;!)* = CC;' 
= CDDr'Ci = АА. 
mi 设 | 


A= | 


[ Q >| 
0 —1 21] 


Ж 因为 rank 4=2, 所 以 А 为 行 满 秩 , 故 
А = Ак! = A’ (AA°)”!, 


1 б 5 4 
-fe abali g 
1 2 
ар 4 
-让 21. 
3 8 
2 5 
1 2 
A= |2 1 
11 
RA 


解 因为 rank 4=2, 所 以 4 为 列 满 秩 . 故 
A- = Ар! = (AAA 


2 
-Hy Ad 


4. 8 逆 的 一 般 表达 式 


定理 4(g 逆 的 一 般 表达 式 ) 设 AEC”"*",4- 为 A 的 一 个 g 
逆 , 则 对 任意 V,WEC"*”， 
G=A-+V(1, — AA) + И, – A AW (5.5) 
也 是 4 的 g ій. ЖАЖА H g W G p ffi V WE 
C. E G, 表 成 (5.5) 式 的 形式 . 因此 ,(5.5) 式 是 4 的 g 逆 的 一 
般 表 达 式 . 
证 对 任何 V,WEC"*", 考 虚 
АСА = АА- А + AV(I, — AA`)A + AlI, — A` A)WA 
= АА-А + AV(A — АА- A) + (A — AA" AYWA 
= А + АУ(А — А) — (A— AWA 
= А, 
СУА ей. 
可 见 4 H) g 逆 并 不 唯一 ,其 全 体 记 成 A{1). 
任 取 4 的 一 个 g 首 Gi, 令 VV=G 一 A- ,Wi 一 CGI44 ,代入 
(5. 5) 式 的 右 端 ,有 
A +V, Un, — АА) + G, — Ат AW, 
= A-+ (G, — А-)(1„— АА) 
+ (I, — A` А)С,АА- 
=A +G, Un — АА) — A- (1„— AA") 
+ G,AA-— A` AG,AA- 
=G, + A АА7— А- AA 
= б\. 
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即 对 任 给 的 G FE Vi W ЄС" (5. 5) 式 成 立 . 
5. ГУА 的 性 质 


性 质 1 (AD = (А). 
证 因为 


АА A= A. 
所 以 
A= (АА А)` = А`(А-) А", 
由 & 逆 定 义 , 有 
tat = (А-)". 
性 质 2 АСА А) (АА) = АС (АА) (АА) A SEA). 
证 首先 注意 这 样 一 个 事实 :对 任何 矩阵 4, 若 АА =0, Д] 
4=0. 因 此 ,要 证 明 性 质 2, 只 需 证 明 
[4(4'4)- (A'A) — AJ'[A(A'A)- (A'A) – А] = 0 
即 可 .实事 上 ， 
[4(4'4)- (A'A) – АТ '[ACA: A) (A*A) 一 4] 
= [А'А(А'А) А" – А JTACA* Ay (A*A) — A] 
=[A'A(A'A) — JA [4(44)- (A*A) — А] 
= [4'4(4:4) -一 门 [04 А)(А' A) (A: А) — A: A] 
=[А'А(А' А) — 1[А`А— A: A] 
=0. 
性 质 3 АСА = A46 A' АСА = A'A. 
证 # AGA = А.Д А“ АСА = A'A. R.Z .# А`АСА = 
A'A, 0] 
(АСА — A)’ (АСА — A) 
(A:G'A: — А')САСА — A) 
= (А'С' — (АТАСА — A'A) 
= 0, 


所 以 有 
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АСА = А. 
性 质 4 rank А 2rank А. 
证 由 不 等 式 
rank (AB) < min{rank A, rank B} 


及 等 式 
А = АА А 
即 得 . 
6. 反射 8 逆 
对 于 满 秩 矩阵 4 有 
(4-0- = A, 


对 g 逆 此 式 一 般 不 成 立 , 但 对 某 些 特殊 的 g 逆 , 这 种 反射 性 质 却 
是 成 立 的 . 
定义 3 ССС" 


АСА = А 0 
和 
GAG = G @ 


ШС 为 4 的 一 个 反射 g 362 in А; ,其 全 体 记 成 A(1.2). 
显然 ,反射 g 逆 必 为 g 道 ,但 反之 不 真 , 即 А(1,2}СА{1}. 


对 于 反射 g 逆 来 说 ,有 
(А); = A. 
事实 上 ,由 4GC4=4 有 G=A- ,又 由 GAG=G 有 4 44 =A-， 
所 以 (4-) =A. 
按 定义 易 知 : 


(1) # 4 Т.ДА 的 右 逆 Ак! 是 4 的 反射 g 逆 , 即 
Ak'=A;; 
ФА 是 列 满 秩 , 则 4 的 左 逆 Аг! 是 4 的 反射 g 递 , 即 Ар! = 
Агу 
Ж 4 浇 秩 分 解 成 4=CD, 则 4 = 二 Dx'Cz' 是 4 的 反射 g 逆 . 
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(2) 若 已 知 4 的 一 个 g 首 4, 则 G=4- 44- 是 4 的 反射 
8 道 ; 
ЖЕМ 4 的 两 个 g 道 G1,G;. 则 G=G14G, 是 А 的 反 道 g 逆 . 
证 O hA ARE. 
(2) 只 证 后 一 种 情况 . 设 G,,G; 为 4 的 两 个 g й, Д] 
АСА = АС,АС,А = АС,А = А; 
САС = G,AG,AG,AG, = С,АС,АС, = С,АС, = С. 
7. 广义 逆 4 的 计算 
设 4EC"” ,分 两 种 情况 讨论 
(1) 若 4 是 行 (或 列 ) 满 秩 , 则 
A-= Ак! = 4 (АА) (R А = Аг = (AANA); 
(2) 若 4 既 非 行 满 秩 又 非 列 满 秩 , 即 rank A=r<min(m,n), 
这 时 有 三 种 方法 计算 4 的 g 道 4. 
方法 1 将 4 满 秩 分 解 成 4=CD, 其 中 C 为 列 满 秩 ,D 为 行 
满 秩 , 则 
А- = Dx'Ci', 
其 中 ;Da' = р" (рр), Сг = (CCC. 
方法 2 ЖА ЮТ Ит З. ВАЕ — 4 Жн 


阵 卫 ,使 得 
PA= É 
0; 
其 中 C 28 rX n ЖЕЕ, rank C=. 把 | jes A D A ñ) g ій 
A= AP, 


其 中 , Аг = (CR Osm СЕ! = С" (СС). 
证 ЖЕ Аг =(Ck' 0). 
1C ICY ҮС 
ГА = Ск 0 =|°|‹(С!С) 
зан oE 四 (el R 
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з per [© 
0 \0 
再 证 А = 4TP( 注 意 4 = PA). 
44- А = PA, AT PPA, = РАА A, = РА, = A. 
方法 3 IERE 4 仅 施 行列 初等 变换 , 即 右 乘 一 个 可 逆 和 矩阵 
О. В 


|= A. 


AQ=A,= C 0), 

其 中 C E mxr Ж Ж›гапк C=r, 则 4 的 g 道 为 
A = ФАГ, 

其 中 , Ар = | rv. 


Сг! 
证 先 证 47 = | : | 


Cr 
ААА = (C | ' |с 0) 


= (ССС 0) = (С 0) = А; 
再 证 4- = QA, (注意 4 = А07). 
АА А = 4Qr-IQ4iT4Q- = 44T4Q- 
= АО! = A. 
例 3 设 


求 4 的 g 逆 4. | 
f rank А=2<3, 70 А 既 非 行 满 秩 又 非 列 满 秩 ,属于 第 
二 种 情况 . 现 用 三 种 方法 来 解 : I 
解法 1 用 第 三 种 方法 ,对 A 仅 施行 列 初 等 变换 . 求 4 ЖО 
可 以 如 下 一 并 进行 : 
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于 是 
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_ 2 0 4 
Ае [Cr ld 
t a ba 
0 0 0 
故 
A =QA, 
„19-2609 « 
= |0 0 1 | о5о 
lo 1 о )\о oo 
(2 04 
211000 
= 10| ; 
lo s o 


解法 2 用 第 二 种 方法 ,对 A 仅 施行 行 初等 变换 , 求 4 MP 
可 如 下 一 并 进行 : 


120100 
(А = |0 0 201 0 
240001 
120 1 00) 
+1002 0 Ж 
000-2 01 
= (А, Р), 
求 得 
1 0 
АЕ 
А = |0 0 2|= = РА, 
Ча 
0 0 
1 0 0) 
Р= |0 1 oj, 
—2 01 
с-[ ?9). 
0 0 2 


人 
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10 1 011> 
ЕБ 
= |2 0 2 0 
e o 8 
0 2 0 2 
1 0 ` 
ET 
一 |2 0 | 
0 4 
0 2 
1 0 
ыш 
z 20(0 5 
0 2 
2 0) 
1 
1014 0, 
0 5; 
于 是 
2 0 办 
Ар = С o= je 0 oj, 
о5о 
故 
4- = АР 
2 0 0[í[ 1 оо 
р 8 
= 1014 0 0110 10 
0 5 01—20 1 
2 0 0 
= 1 
= 1514 0 0. 
0 5 0 


解法 3 由 方法 1, 将 4 满 秩 分 解 成 4=CD, 则 4- = 
DR Cr .为 此 对 4 施行 一 系列 初等 变换 . 
先 作 行 初等 变换 : 


120100 
00201 0 
2 4 0 0°0 1 
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2 
0 0 2 
0 0 0 


=2 01 


其 中 


再 作 列 初等 变换 : 


进一步 计算 得 
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[1 oo)” 10 
р”! | 9 10| = |01 
\—2 0 1 2 0 
10-2] [2 
Ea 1 = |0 0 
01 O 0 1 
A, 0) 
人 а 
10 0 


А, 
= ja 0)Q '. 


取 
” п o о o) 
=ч, = |01 ollo 2 
[Толо 
т бо ^5 
р= а 09" | Jo oa 
1 0 
0 1 0 
于 是 


Юк! = D' (рр?) 


© о ~ о 


II 
€ о бє о о о со — 


oe 
ое 
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1 обу 
ү 102 
= jo2 | | 
o 2 o 0 2 0 
2 0| 
s|. oa 0 4 
o äl PE 
Su 
2040 5/10 
„А 
100 5 0/7 
所 以 
A- = рст! 
1% 2 0 4 
aA Ет 
52 | 
0 5 
2 0 4 
=1|4 0 8 
50 з 
о 25 0 


由 此 可 见 ,用 方法 1 的 计算 程序 是 :对 4 施行 初等 变换 ,把 它 
EHA = |: 9). жерини P.Q. PAQ=A M A= 
PARES 


1 A, = 
|. D= а 00О'!, 


c= Р 
0 
并 计算 
сб = (CCC ，Di = р" (рту, 
于 是 
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A = Ррк'Сү\. 
用 方法 1 计算 时 ,要 求 出 P,Q,P-:,Q 一, 计算 量 虽 然 较 大 ,但 
具有 的 特征 较 多 ;而 方法 2 和 方法 3 的 计算 量 较 小 ,具有 的 特征 


也 少 . 
下 例 用 方法 2 和 方法 3 ЖЖ ей. 
例 4 RER 
0 ?| 
A= н б, 
0 1 
l 1 1) 
ЖА. 


Ж rank 4=2, 属 于 第 二 种 情况 . 


解法 1 对 4 仅 施 行列 初等 变换 ,计算 次 序 为 : 
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A=(C 0)= А, 


Git 

«= ||. 

0) 

A-= ФАГ. 

下 面 先 求 出 A, R Q. 
0 0 2) p o2 0 
110 n o ol [| 
a 001 b o ц fo 
=h i 1|>- o ц 
1) hoo HBH —1 o| la 
o10 lo 1 о! Jo 
оо] b o ú lo 
故 

0 2 0 
A E Se фу, 

0 1 0 

D r oJ 


— о о өе но м 


© © о © 


其 中 


于 是 


Q= |0 1 
02-7 0 
0 2 
ё={1-%|, 
0 1 
1 1 
г! = (COC 
өлү 
а ol| ото 
5% 1 1 201 
1 
@ е! 
16) [2011 
1и А 
lI 2)[2 011 
= 6 1 
llaq —1 2 
—2 6 -15 
= 9 = 
Ar = 4 L. ЛЬ 
0 0 0 0 
A- = QAT 
1 0 —1 =2 6 =a 
1 : 
= j0 0 1 11| 4 r 2 
0 1 0 0 0 0 
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6 
`0 


— 2 


0 o|. 
21 
施行 行 初等 变换 ,计算 次 序 为 


=] 


T| 9 
4 
仅 


1 
1 
对 4 


解法 2 


rr 


РА = | 
0 


= Å, 


0), 


Аг! = (С! 
A = A, P. 


下 面 先 求 出 A, 和 P. 


1 0 0 0 


(0-0-2 


0 


0 0 


1: 


ооо 


=] 


0 0 


一 1 


0 0 


‘1 


1 


0 0 


一 
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其 中 


于 是 


一 -一 一 
一 一 一 一 
- 
© о | 
= жей 
АК! Кеш — 
55 сє с 
一 о е 
一 © ©. 一 | 
S У ~ <; 
де = | 
一 m 
bas › 
- ~ о 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 


° о о 
о о о 
е 
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= © о © 

ve. o 

© -oo 
一 


° о о 
- = 
о о 
о о 


8. 用 4 表示 相 容 方 程 的 通 解 


我 们 知道 , 相 容 的 线性 方 组 必 有 解 ,问题 是 它 的 所 有 解 如 何 表 
示 . 下 面 给 出 用 系数 矩阵 的 g 逆 表示 的 通 解 . 

定理 5( 相 容 方程 组 的 通 解 ) 相 容 方程 组 

АХ =b 
的 通 解 为 
X=A b+ (,— А” AY, (5.6) 
其 中 Y 为 C" 中 的 任意 元 素 . 

证 首先 证 明 (5. 6) 式 中 的 X 确 为 方程 组 的 解 . 事实 上 ,由 于 
AX=b 为 相 容 方程 组 , 故 必 有 Xo, 使 得 AX =b, ЖХ (5. 6) 
中 的 X, 有 

АХ = A[A- b + (1,— A AY] 
= АА” AX, + (4 一 44- А)Ү 
= AX, = b. 
其 次 证 明 ,对 АХ =b 的 任何 一 个 解 X。, 都 有 YEC", 使 X。 表 
示 成 (5. 6) 的 形式 .事实 上 , 取 Y 一 Xo, 有 
A- b+ (1,— А” А)Х = A b + X, — А- АХ, 
=A b+X — Ab 
=X. 

特别 地 , 当 5=0 Rf, АХ =b=0 即 为 齐 次 线性 方程 组 ,而 齐 次 

线性 方程 组 总 是 有 解 的 ,因此 ,有 如 下 的 结果 : 
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ЖЕЕ, 


推论 ” 齐 次 线性 方程 组 
АХ 一 0 
的 通 解 为 
Х = (I, — A AY, (5.6)' 
其 中 Y 为 C" 中 任意 元 素 . 
Ж 由 于 А 6 是 相 容 方程 组 的 解 ,由 (5.6) 和 (5.6)' 可 得 相 
容 方 程 组 的 结构 为 : 
线性 非 齐 次 方程 组 的 通 解 为 它 的 一 个 特 解 加 上 对 应 的 齐 次 方 
程 组 的 通 解 . 
例 5 求解 线性 方程 组 
x + 2?х;— 23 = 1, 
Ë Tı + 2х, = 2. 
解 系数 矩阵 和 常数 项 矩阵 为 ; 
il 2 | 1 
Аж: т |: к=, 
rank A = rank(A 5)=2, 
故 方程 组 相 容 ,其 通 解 为 
入 一 4-0 十 (人 一 4 ANY (Y EC’). 
因为 4 为 行 满 秩 , 所 以 
A` = А! = A° (AA°)"! 


1 о [и ; [се ү 
=|2 -1 | 2 -1 
[to =$ ® 
=i 2 =1 2 

1 O 
a ` ka 
=|2 -1ll š] 
1—4 5 
(= 1 2 
[1 2 
ala 7 1{5 ?| 
Hla 6 
эр 2 
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(5 4 
|! 
= — | 2 
146 s 
3 8 
从 而 
(5 41 
l| 12 —1 
A- A=I6 2|| 
14 |6 J -1 2 
3 8 
[5 6 3 
= 116 10 -2|. 
3 一 2 13 
因此 , 通 解 为 
Х=А b+(— A AY 
[5 4 fe 6 
L] i akl 
н {|+ 1- |6 10 
з 8! 9: s 2 
(13) í 9 6 一 3 [e 
Doede a. olia 
14 | 14| 
19 z kee 3: 2 1 ‚©з 
EPY = (с осоне) ,或 
Га = азж 96 — 66 — 3), 
n= GU 一 6c + 4с; 十 2c)， 
ж = 19 За + 2e +, 
Ж.с сс 为 任意 常数 ， 
例 6 求解 线性 方程 组 
[2z: = 2 


xi 十 zz 一 0 
4 
[аз = 1. 
а zx + z, = 1. 
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а] 
C2 


єз) 


解 ” 由 所 给 方程 组 可 知 


(0 0 2 2 
110 0 
А = | s= | |, 
lo o 1 1 
六 1 


rank 4 一 rank(4 Ь)=2, 
故 方程 组 相 容 . 利用 例 4 解法 2 的 结果 ,有 


1 
> 0 0 
A= 1 ` 
0 7 0 0 
t aci e + Жр! 
代入 通 解 的 公式 
X=A b+ И – А AY, 
即 得 
1 1 
2 2 Offa 
X= 01+ 1 1 с; 
-4 + 0 
|| 2 2 єз 
0 0 0 
即 
Ë 221. ү 
i Р ЫЫ 2 2. 
l —-ус +210, 
N 2 
lr = 1, 


其 中 ,esvcz 为 任意 常数 . 
例 7 求 齐 次 线性 方程 组 
| ху + 2z; — z: = 0, 
{ — z: + 2z = 0 
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的 通 解 . 
解 ”由 例 5 的 结果 及 公式 (5.6)' ,得 
Х =(1— А AY 


L 
14 


9с, — бс — Зс; | 
- бс, + 4с, + 2с,|. 

— Зе, + 200 + сз | 
Rrih,Y=(ce,coc 7 Ж C: 中 任意 元 素 . 


$5.2 相 容 方程 组 的 极 小 范 数 解 和 广义 逆 An 


1， 相 容 方 程 组 的 极 小 范 数 解 与 广义 逆 A; 的 引出 


前 面 讲 过 ,对 于 相 容 方程 组 
AX =b, (5.1) 
其 中 AEC”*, 若 能 找到 4 的 一 个 g 道 47, 则 (5.1) 式 的 通 解 可 
表示 成 
X=A-6b6+(1-A-AY (ҮЄС"). 
现在 要 在 这 些 解 中 找 出 一 个 解 X, 使 其 范 数 最 小 . 即 要 找 出 
(5: 1) 式 的 解 X,, 对 (5. DORETHE X RE 
IX < I XI. 
这 样 的 解 X。 称 为 (5. 1) 式 的 极 小 范 数 解 . 显然 , 极 小 范 数 解 X, 一 
般 与 5 有 关 . 对 于 任意 5€ R(A), 可 以 证 明 极 小 范 数 解 存在 且 唯 
—. 现在 的 问题 是 如 何 根据 4 求 出 X,, 即 是 否 有 这 样 的 矩阵 G, 使 
得 对 Y b€ R(A),X,=Gb 为 (5.1) 式 的 极 小 范 数 解 ? 这 样 的 G 存在 
且 可 能 不 止 一 个 (注意 ,G 的 不 唯一 并 不 与 最 小 范 数 解 的 唯一 性 矛 
盾 , 因 为 对 不 同 的 矩阵 A 和 如 ,对 某 些 向 量 , 仍 可 能 有 Ар= Bb). 
222 


为 此 ,让 我 们 先 来 考察 ,如 果 G 存在 , 则 G 应 该 有 哪些 特征 ? 
定理 1 . 设 GEC"*”, 对 任意 5ER(A), 使 Gb 都 是 方程 (5. 1) 


的 极 小 范 数 解 的 充 要 条 件 是 ,G 满足 | 
АСА =А © 
和 
(GA') = СА. @ 


引 理 1 设 GEA{1), 对 任意 5E€R(A),X=G6b 是 方程 AX= 
2 的 极 小 范 数 解 的 充 要 条 件 是 ,对 任意 的 Y,ZEC",G 应 使 
7* (GA): (1— GAY = 0. (5.7) 


证 ”必要 性 . 对 任意 5ER(4) ,或 对 任意 ZEC", 使 4*=4Z. 设 
X.=Gb 是 AX=6 的 极 小 范 数 解 ,因为 GE 4{1}, 故 方程 的 通 解 
为 

X = Gb + (I — GA)Y 
= СА2 + (1 — САУ “(Ye C',Z €C), 
通 解 X 的 范 数 
IX: = X.X) 
= (Gb + U — GADY ‚Gb + (I — GA)Y) 
= ||Gb |: + |9 — GAY |? 
+ 2Re[Gb,( — СА)Ү] 
= ||GAZ ||: + | Q — GAY |? 
二 2Re[Z' (GA) U — САУ], (5.8) 
为 了 使 G6 是 极 小 范 数 解 ,必须 且 只 需 ` 
I (1 — GAY ||? + 2Re[Z* (GA) Q — GAY] > 0. 
(5.9) 

上 式 中 前 一 项 只 与 Y 有 关 , 而 后 一 项 不 仅 与 Y 有关, 而 且 与 
Z 也 有 关 . 为 了 对 任意 的 了 和 2 使 (5.9) 式 都 成 立 , 则 矩阵 G 应 使 
(5. 7) 式 成 立 . 否则 , 必 有 yu,Z。 使 (5. 7) 式 不 成 立 , 即 

Z; (GA) ` d — GAY, # 0, 
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不 妨 假设 
Ке[2; (СА)' (I — СА)Ү,] < 0. 
ОКЖ. Re[Z¿ (GA)* (1 一 GA)Y,] = 0 , 则 ImLZ (СА) (1 一 
СА)Ү, 150. Y, =iYo R —iY,;# Re[Z; (G4) (1—GA)Y,]> 
0, 取 Y,== 一 Y,, 总 可 使 假设 成 立 ). 由 于 Zo Yo 是 固定 的 ,可 取 > 
0 足够 大 ,使 得 
| (1 — GAY, ||? +k + 2Re[Z; (СА) – GA)Y,] < 0, 
此 时 令 Z1=kZo.b1= 二 AZ1, 则 有 
| E — GAY, |, + 2Re[Z; (СА)' (I — GA)Y,] < 0. 
(5.10) 
对 于 这 里 的 5 二 AZ,,Gb, 就 不 是 相 容 方程 AX =b, 的 极 小 范 
数 解 ,因为 对 这 个 方程 的 另 一 个 解 
X, = Gb, + (1 ~ GAY, 
的 范 数 有 
IX 1 = 16612 I E GAY, 
+ 2Re[Z; (GA)' (1 — GA)Y,], 
由 (5. 10) 式 知 
IXI < 166,1. 
这 说 明 ,如 果 对 YY,ZEC",(5.7) 式 不 成 立 , 那 么 СЬ 就 可 能 不 是 
АХ=Ь 的 极 小 范 数 解 . 这 样 就 证 明了 必要 性 . 
充分 性 . 假设 对 任意 Y,ZEC”",(5.7) 式 都 成 立 ,那么 由 (5. 8) 
式 知 ,对 AX =b 的 任何 解 
X =G + а – СА)Ү 
Hg ,都 有 
IX: = IG]: + lG — GAY]: > l Gb, 
即 
IXI > 5661， 
这 说 明 Gb 是 AX =b 的 极 小 范 数 解 . 
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定理 工 的 证 明 ”必要 性 . 设 G 对 任意 6ER(C4) ,都 使 X=GZ 
是 AX=64 的 极 小 范 数 解 , 现 要 证 明 G RAE ORQ. 因为 X= 
Gb ЖЕЖ РЄ КОА) Ж AX=b 的 解 ,由 定理 1,G 必须 具有 性 质 
O.R G UY AH а й. ХН LIHER Y ZEC, DRA 
成 立 , 因 此 
(G4) (I — GA) = 0, 


或 
(GA)` = (G4) GA, 
由 此 有 
GA = [(СА) ]" = [(GA)` GA]: 
= (GA)'GA = (СА)`, 
САВЖ). 


充分 性 . G € C" R rtt OI, MEWE AHEM p € 
R(A).Gb 都 是 4X=4 的 极 小 范 数 解 . 由 性 质 由 知 ,G Æ A й g 
зи, СЬО AX =b J E. 又 由 于 G R fi bk RQD 
Dkt 
(GA)' U — GA) = GAU — СА) 
= GA — GAGA 
= GA — СА = 0, 
因此 ,对 任意 的 了 ,ZEC" ,有 
7° (GA) (I — САЈҮ = 0, 
由 引 理 可 知 ,X=Gb 是 АХ =b 的 极 小 范 数 解 . 
推论 极 小 范 数 解 是 唯一 的 . 
证 设 X, 也 是 方程 组 AX=6 的 一 个 极 小 范 数 解 , 即 上 Х\ [| 
二 G6 中, 由 (5.6) 式 所 给 解 的 通 式 , 对 某 个 YEC" 有 
X= Gb + Q — GAY, (5.11) 
由 引 理 及 (5. 8) 式 有 
MIX M: = 1601 WG — GAY ||. 
AX |X 1 = l| Gb |l , 故 
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IG — GAY || = 0, 
这 样 
d — СА)Ү = 0. 
因此 ,由 (5. 11) 式 得 
X, = Gb + (1 — СА)Ү = Gb. 

这 就 证 明了 极 小 范 数 解 СЬ 的 唯一 性 . 

定义 1 对 任何 hEC", 使 X=G6 是 相 容 方程 AX =b 的 极 小 
` 范 数 解 的 矩阵 G. 称 为 4 的 极 小 范 数 g 逆 , 记 为 Aç. 

定理 2 БЕС 是 矩阵 А 的 极 小 范 数 g 逆 的 充 要 条 件 是 
йл: 

(1) АСА=А; 

(2) (СА) =GA. 

Ж (1)4 的 极 小 范 数 к 逆 的 全 体 记 为 A(1.4): 

(2) 按 定义 ,X= А„ 5 是 祖 容 方程 AX =b 的 极 小 范 数 解 ,虽然 
An 不 是 唯一 的 ,但 枚 小 范 数 解 А„ b 是 唯一 的 . 

2. MORE А, 的 计算 

(1) 当 4 为 行 (或 列 ) 清 秩 时 , 则 

A, = Ак! = A' (АА*у`! 
(或 4; = A! = (AAA); (5.12) 

підт А 满 秩 分 解 为 4 二 CD, 其 


(2) 当 rank А 


中 CC 为 列 满 秩 ,D 为 行 满 秩 . 则 7 
An = рес. 6.13) 
在 一 般 情况 下 ,用 浇 众 分 解 来 求 A, 是 很 图 斋 的 ,我 们 可 以 这 
HM: 
(3) 对 于 AEC", H 
A, = A: (447)-. (5.14) 


证 R С=А (ЛАГ). ЕВ G= A, „Ар 
АСА = А. (GA): = СА. 
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(G4) = [A (AA yV АТ =A AASTA 
= ААА: А = A (44) A= СА, 
(АСА — А)(АСА — А)” 
=[AA: (АА) A — АТАА САА) A — AT 
= [АА (ААТ) А— АЈА (АА) AA 一 4 ] 
= [AA (АА) AA" — AA' JICA AA: — П 
= (AA: — АА )[(АА`)7 АА’ — П 


= 0 
即 
АСА = А. 
例 1 求 方程 组 AX= 的 最 小 范 数 解 ,其 中 
пог 1 1 
зү |: s= | 中 


解 因为 rank А=тапК (А 5b)=2, 所 以 方程 组 相 容 . 由 于 A 
为 行 满 秩 , 故 An = Ак =А' (АА) 1, 由 $5.1 节 例 1 知 


5 4 
yp 5 
A; = Ак 141 21. 
3 8 


因此 ,最 小 范 数 解 为 
f a 2 13 
X = Ab = |6 -二 "| 
А u 8 19 
例 2 求 方程 组 | 


(= + 2r: + 3х,= 1, 
ху + zx; = 0, 
| 2r, + 223 = 0, 
2r, + 4r, + 6x, = 2 
的 最 小 范 数 解 与 通 解 . 
# ”由 所 给 方程 组 可 知 


iig 
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pa 
њ о о м 
со — w 
= 
lI 
ооо җе 


由 于 ` 

rank А = rank(4 Б) = 2, 
所 以 ,方程 组 相 容 .因为 >=2<min{3,4}, 用 满 秩 分 解法 来 求 A; 
三 Dx'Cz'. 易 求 得 


1 0 00 N 
—1 1 00 ука 
Р= = o 1 -1|, 
0 ало 
lo o 1 
—2 0 01 
使 得 
1 2 0 
0 —2 0| 14 0 
РАФ = А, = - [5 9). 
0 0 о 0 0 
0 0 0 
其 中 ` 
ды |! 2) 
* lo —2 
再 求 得 
1000 
1100 
P= А 
2210 
2001 
1701 
= |0 1 ц, 
0 0 1 
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故 得 方程 组 的 最 小 范 数 解 为 


而 方程 组 的 通 解 为 


Gb + U — СА)Ү 


Хх 
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со 
> о © N 
о c — c 


-totaal 
= + 1+а+е с | 
t-a 一 cz 十 cs | 

з. 广义 逆 的 通 式 


对 于 AC C", An 不 是 唯一 的 , 现 给 出 它 的 通 式 . 
引 理 2 设 AEC”*", 则 
СЄ А{1,4) =>СА = A,A, G € С". 
证 充分 性 . 由 于 
АСА = АА;А = A, 
故 GEA{1), 再 由 
(G4) = (454) = A;A = GA, 
#kKG€A(1.4). 
VEH. Ж СЄА(1,4), Вр 
АСА =A, (GA): = СА, 
于 是 
A A = А; AGA = (A; A)(GA) 
= (АА): (СА)' = A` (AV A' G" 
= (AAJA) "G = А`С' 
= (G4)' = GA. 


定理 3 设 4EC"…, 则 4 的 任何 极 小 范 数 & 逆 CG 必 可 表示 


成 
G = A; +ZU— АА) _(Z€C), 
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(5.15) 


其 中 ,A 是 4 的 某 一 个 极 小 范 数 g 逆 . 
证 ”首先 证 明 对 Y ZEC"*",(5. 15) 式 所 确定 的 GE A(1,4). 
WELE, 
GA = [A; + 20 — АА, )]А 
= AA + Z(A — ААА) 
= АДА + 2(А ~ А) 
= АА, 
由 引 理 2 知 ,GE 411,4}. 
再 证 A{1,4; 中 任何 元 素 都 能 表 成 (5. 15) 式 的 形式 . 由 于 GA 
=A, A FË 
| 0 = (G — А„)А = (С— А„)АА;. 
因而 
G = À; + G — А; 
= An + (G — Ар) — (G — A;)AA; 
К = А; + (G — А;)(1 — АА). 
取 Z=G 一 4A; 即 可 . 


$5.3 矛盾 方程 组 的 最 小 二 乘 解 和 广义 逆 Аг 


1. 矛盾 方程 组 的 最 小 二 乘 解 与 广义 道 矩阵 A, 的 引出 
设 
АХ =b (A € C=>**,X € C".b € С") (5.16) 
R AH Л ЖЕҢ ОРОШ rl). CERET Ж. MERRIA 
样 的 解 ,使 它 的 剩余 (误差 ) 范 数 (C" 中 的 2- 范 数 ) 为 最 小 : 
ПАХ — blj: = min, 

这 样 的 解 称 为 不 相 容 方程 组 (5. 16) 的 最 小 二 乘 解 . 

注 “最 小 二 乘 解 并 不 是 方程 组 AX =b 的 解 . 
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Ж ЛЕЙ ГЕН Ж: ЖЕ ТРН X SE BJ SEE С.А РЕЖЕ ШЇ Р, ИШ 
六 二 G6 为 方程 组 АХ =b 的 最 小 二 乘 解 ?下 面 给 出 这 样 的 矩阵 G 的 
特征 . 
定理 1 对 任何 bEC”,X=G6 都 是 不 相 容 方程 AX =b 的 最 
小 二 乘 解 的 充 要 条 件 是 ,矩阵 CEC"” "满足 
АСА = А © 
和 
(AG): = AG. @ 
证 必要 性 . 若 G6 为 不 相 容 方程 组 AX =b 的 最 小 二 乘 解 ,对 
任何 XEC" ,考虑 剩余 范 数 
АХ — b|: = || AGb- b+ A(X — Gb) |? 
= ||AGb— b||? + || A(X — Gb) ||? 
+ 2Re[(AGb — Б) A(X — Gb)J, 


ПАХ — b|: — | AGb— bl? 
= || A(X — Gb) ||? 
+ 2Re[ САС — РАСХ — Gb)]. (5.17) 


与 85.2 节 引 理 1 的 证 法 类 似 , 可 得 :为 了 对 任意 少 和 和 ,使 
得 
[АХ = 612 = I| AGb— 2120. 
当 且 仅 当 对 任何 bEC",XEC", 有 
5° (AG — D ` A(X — Gb) = 0. 
由 X, 的 任意 性 ,有 
(АС — D:A=0, 


即 
(4G) А = А. (5.18) 
HRG 
(4C) АС = AG, 
` ШОП ЕКШИН 
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(AG): = [(AG)` АСТ: = (4G) AG = АС, 
这 就 是 性 质 国 , 将 它 代 入 (5. 18) 式 即 有 


АСА = A, 
这 就 是 是 性 质 @. 
充分 性 . # G 满足 
АСА = А, (АС)' = AG, 
则 有 
(4G) "4 = АСА = А, 
于 是 


(40) А— A = [(AG)" — IJA = (AG— D A= 0, 
因此 ,对 任何 XEC", 由 (5.17) 式 有 

| AX — bll? — | AGb— b|? = | A(X — Gb) ||: > o, 
ik Gb Æ АХ =b 的 最 小 二 乘 解 . 

定义 1 对 于 A4EC”*, 若 有 GEC"*" 满 足 


AGA= A @ 
和 Ü 
(AG): = АС, @ 


则 称 为 4 的 最 小 二 乘 8 逆 , 记 成 A. ,其 全 体 记 成 A(1.3). 

2， 广 义 逆 矩阵 47 的 计算 

(1) 当 4 行 (或 列 ) 满 秩 时 ,有 

Ар = Ак! = А`(АА')”! 
(或 4-1= Аг! = (A: А) 14'). (5.19) 

(2) 34 rank A=r<min {m,n} 时 ,将 4 满 秩 分 解 成 4=CD， 

其 中 C 为 列 满 秩 ,D 为 行 满 秩 , 则 
Аг = A-= DRICTL 

在 一 般 情况 下 ,用 满 秩 分 解法 求 A, 比较 麻烦 ,此 时 可 按 下 法 
来 求 : 

G) HF АЄС"“, A 
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А; = (А`А)- A’. (5.20) 
证 令 G=(4'.4) А ,只 须 验证 G 具有 性 质 Q@@ 和 @ 即 可 . 

由 》$5. 1 节 中 广义 道 4 -的 性 质 (3) 

АСА = А«=>А` АСА = А`А 
及 

A`AGA = А*А(А` А) А`А = АА 
知 . 
АСА = А, 
HERD. 又 
АС = А(А`А) А", 
ТЕЕ 
(46) = [ALA А = A[(A: A) ТА" 
= AA AV А’ = А(А' А)” А" 


= AG. 
ЖЕЕ ЖЭ). 
例 1 Ж 
i + 2r, = 1. 
* 42x + x,= 0, 
lri + x<; = 0 
的 最 小 二 乘 解 . 
解 由 所 给 方程 组 ,有 
П 2) B 
A= 12 1|. 5= jol, 
h 1J (0) 
方法 1 用 求 极 值 的 方法 求 最 小 二 乘 解 . 设 X 为 最 小 二 乘 解 ， 
由 它 所 产生 的 误差 平方 和 为 
= [АХ -b| 


= (AX — b,AX — b) 
= (AX — b) (AX — b) 
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ш 


li 


[1 2 1 2 
x Tı 
2:1 |- 0 2 | |- 0 
Tz 22 
1 1 0 11 0 
х + 22; — 1] [а + 225, — 1 
= | 22+ 2, 271 + x; 


= + л; #y +, 


Cri + 2х,— 1)° + (2л + r) + (z, + х;)*%; 


于 是 


2 
ZX = Rir + 2л — 1) + 2(27 + a) +2 + 2C +) 
1 


= 12x, + 10х,—2 
= 0, 
> 2(х, + 27; — 1) ° 2 + 2(27 + х,) + 2(x, + x) 
Н 
= 10r, + 12r: — 4 


АЕ J8 Jr Н) Ое У 
方法 2 4 为 列 满 秩 , 故 
A, = Аг! = (A* A) А: 


1 2)]” 
1⁄2. 1 1 2 1 
21 
КАМЕ ГЪ: | 211 
1 1J 
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ыг 
ul? 一 4 让 


由 此 得 最 小 二 乘 解 为 


这 里 两 种 解法 所 得 结果 一 到 
将 X 代入 误差 平方 的 公式 得 
lAX— bl: = 1. 
Ж “一 般 来 说 ,最 小 二 乘 解 不 是 唯一 的 ,因此 两 种 解法 的 结果 
来 必 一 致 但 在 4 的 列 向 量 线性 无 关 时 , 解 是 唯一 的 . 证 明 见 后 面 
定理 3 的 推论 . 


例 2 求 不 相 容 方程 组 
т, + 2х7,+3х,= 1, 


x, + z, = 0, 
2r, + 2х,= 1. 
211+ 4r: + бх, = 3 


的 最 小 二 乘 解 . 
解 ” 由 所 给 方程 组 可 知 
3 1 
h 0 1 0 
2 1 
| 4 6 3 А 
于 是 rank А=2, rank(4 5)==3, 故 此 方程 组 为 不 相 容 方程 组 . 


$ 5.2 节 例 2 中 的 矩阵 A 即 为 此 处 的 矩阵 4, 又 由 满 秩 分 解 
所 得 的 4- 也 是 Ar , 故 由 前 面 的 结果 知 
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zpos 10 2-2 
21 25" 
а= 3112 -4-8 ah 
1 1 2 2 
于 是 最 小 二 乘 解 
-15 10 -gf 1 
X=A b= |2 £ =a a |= t|; 
(b= 30 | 1716121: 
1 2 2 3 
3 
经 计算 ,其 最 小 误差 平方 和 为 


14476 — bl? =. 
3. Т”ЗОЙЗЕРЕ Аг 的 通 式 
如 前 所 述 ,因为 不 相 容 方程 组 的 最 小 二 乘 解 不 是 唯一 的 ,因此 
А 的 广义 逆 А; 也 不 是 唯一 的 , 现在 要 找 出 A{1,3} 中 元 素 的 
ÄR. 
引 理 设 4reE4(1,3), 则 GE4(1,3} 的 充 要 条 件 是 
АС = 447. (5.21) 
证 “充分 性 . 设 G 满足 (5.21) 式 ,要 证 明 G€ A(1,3). 33 
上 ,在 (5. 21) 式 两 边 右 乘 4, 由 于 A7E Al1}, 于 是 有 
АСА = ААГА = A, 
故 GE4{1}. 又 因为 4rE4(3}, 于 是 有 
(AG): = (447) = AAF = АС, 
故 G€ A(3). 
必要 性 , 设 GEA{1,3) ,要 证 明 АС= AA, .事实 上 ， 
ААг = AGAA; = (4G) (AA; )° 
= СТА (4r) A" = G° (AA; A): 
= G* A* = (AG)' = AG. 
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定理 2 W ACCA EA{1,3), 则 A4({1,3} 中 任何 元 素 都 
可 表示 成 
С= Аг + И, = АРА)2 (26 С"). (5.22) 
证 首先 证 明 , 对 于 任何 ZEC"”",(5.22) 式 所 确定 的 GE 
411,3}). 事 实 上 ， 
АС = ААг + АЧ„— A; A)Z 
= AA; + (А — A; A)Z 
= 447， 
由 引 理 知 ,GE A{1,3}). 
再 证 明 对 Y GE 4{1,3) ,存在 ZEC"*", 使 G 具 有 (5. 22) 式 的 
形式 .事实 上 , 取 Z=G 一 A7 即 可 .因为 由 引 理 有 AG= AA; ,所 以 
+ (1,— АГА)(С – Аг) 
= А, +G — Ar — А; АС + ААА; 
= Ar +G — Аг — АГААг + Ar AAF 
= G. 
定理 3 不 相 容 方程 组 AX=6 的 最 小 二 乘 解 的 通 式 为 
Х= АЬ+ (1, – AAY (ҮЄ С). (5.23) 
证 先 证 (5. 23) 式 中 的 X 确 为 最 小 二 乘 解 , 因为 A b AX 
=b 的 最 小 二 乘 解 ,所 以 外 AA; 5—5 || 取 最 小 值 ,而 
А[АГЬ + (I, — АГА)Ү] = AArb + (А — AAT AY 
= AA; b, 
XSA b+ (1—А, 4)7 也 为 最 小 二 乘 解 . 
再 证 4X=6 的 任 一 个 最 小 二 乘 解 X 必 可 表 成 (5. 23) 式 的 形 
式 . 事实 上 ,由 于 X。,A476 都 是 方程 的 最 小 二 乘 解 , 故 有 
[АХ – | = | АА;&—&| = min. 
由 于 Аг 具有 性 质 Q@@ 和 辐 , 故 有 
(447) = AAr. ААГА = А, 
因此 
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(AA; —1)7А=0, 
代入 (5. 17) 式 ,有 
ЛАХ, = 01° — |АА;ь—Ь]| 
= || A(X, — Ar b) ||? 
+ 2Ке[5° (AA; — РАСХ — A75)] 
= || A(X, — Arb |? 
XH l| AX:—b || = ll AA7b—b || I 
LAX. = Arb) |2 = 0, 
于 是 
A(X, — Arb) = 0. 
这 说 明 X.— A, 5 为 AX=0 的 一 个 解 . 由 齐 次 方程 组 的 通 解 公式 
(5. OA EE Yo E C, #19 
Х„- Arb = Q — Ar A)Yo, 
Ri 
X, = Arb + (1— Aí AY o 
推论 ЧА 为 列 满 秩 时 ,最 小 二 乘 解 是 唯一 的 . 


证 当 4 为 列 满 秩 时 ,其 左 道 C=(4'` А) 'A* 具 有 性 质 Q@ 和 
E. 先 证明 它 是 唯一 的 满足 性 质 仿 的 左 道 . 


Айр у а аруу: 
Ап =G + B = (АА) 14° + В, 
其 中 Bech”, B ВА=0. 
A, RAERD ЕЖА САВ) = АВ. 
(ДА, 0 = АА, [A(G + B)]° = A(G + В) 
<= (AB): = АВ. 
# B HEFER. HTF ANIR ДАВ VA ERER TE 
[‹АВ)` — АВ]`[(АВ)” — АВ] 
= (AB)(Ab): + (AB): (AB) 
- АВАВ — (AB): САВ)* 
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= (АВ)(АВ)` + (4B)* (AB), 
上 式 中 用 到 了 BA=0 这 一 条 件 . 
由 于 AB 为 非 零 矩阵 , (4B)(C4B) 5 Hermite 矩阵 ,其 对 角 
线 元 素 为 AB 各 行 元 素 的 平方 和 ,因此 不 全 为 零 , 且 非 零 者 必 为 正 
数 ,(48) CAB) 也 如 此 .这样 ,(4B)(4B)' + (АВ) (48) 非 零 ， 
因此 
(AB)° — AB 0. 
所 以 Аг'=С+В= (ААУ ТАЎ +B 4 B 关 0 时 不 满足 性 质 @. 这 
就 证 明了 G= (A А) А 是 唯一 满足 性 质 鲍 的 左 道 . 
由 于 此 G 具有 性 质 中 和 @, 由 引 理 知 ,对 任何 最 小 二 乘 g 道 
A; ,有 
АС = AAF. 
所 以 
G — Аг = КС — АГ) = САС — Аг) 
= С(АС — AA; ) = 0, 
这 证 明了 左 道 G 是 唯一 的 最 小 二 乘 g 10. kk (5. 23) 式 中 的 解 为 
X=A b+ (1— АгА)Ү 
= Gb + (I — GA)Y 
=Gb + U — DY 
= Gb = (A* A) 'A b, 
这 就 证 明了 当 4 为 列 满 秩 时 ,其 最 小 二 乘 解 是 唯一 的 ,而 且 证 明 
了 其 最 小 二 乘 g 逆 也 是 唯一 的 ,就 是 具有 如 下 形式 的 左 逆 ， 
G= (АА) А". 
值得 注意 的 是 , 左 道 并 不 唯一 . - 
在 最 小 二 乘法 、 曲 线 拟 合 和 多 元 线性 回归 分 析 中 常常 要 计算 
了 矛盾 方程 组 的 最 小 二 乘 解 ,广义 逆 矩 阵 的 理论 使 求 矛 盾 方程 组 的 
最 小 二 乘 解 的 方法 标准 化 、 规 格 化 了 ,整个 求解 过 程 归 结 为 求 4 
的 广义 道 A; ,用 不 着 求 误差 平方 和 的 极 值 等 一 套 繁琐 的 步骤 . 
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554 线性 方程 组 的 极 小 最 小 
二 乘 解 和 广义 送 А* 


1. 线性 方程 组 的 极 小 最 小 二 乘 解 及 广义 逆 4* 的 引出 


在 85.3 节 中 已 经 知道 ,对 任何 EC", 不 相 容 方 程 组 
АХ =b (5.24) 
的 最 小 二 乘 解 可 以 表 成 
X=Ab-+ (I — ААУ (ҮЄС"), 
而 且 
AX = A[A; b + (I, — Ar AY] = AA; b. 
这 说 明 , 对 任何 6EC", 不 相 容 方程 组 (5. 24) 的 所 有 最 小 二 乘 解 都 
是 方程 
АХ = ААгЬ (5. 25) 
的 解 . 因为 (5. 25) 式 是 相 容 方程 组 ,现在 想 从 (5. 24) 式 的 所 有 最 小 
二 乘 解 中 找 出 一 个 范 数 最 小 的 , 称 之 为 不 相 容 方程 (5. 24) 的 极 小 
最 小 二 乘 解 . 对 于 这 样 的 解 , 能 否 找 出 一 个 矩阵 GEC"*", 使 得 X 
二 Gb 就 是 (5. 24) 的 极 小 最 小 二 乘 解 呢 ? 回答 是 肯定 的 .在 8》5.2 
节 中 已 知 相 容 方程 组 AX=6 的 极 小 范 数 解 为 X==Awb, 因 此 , 方 
程 组 (5. 25) 的 极 小 范 数 解 为 
X = A; AA; b. (5.26) 
如 果 X= A, AA; b Ж (5. 24)5C 0 Ж УЖ. ERETT 
相 容 方程 组 (5.24) 的 极 小 最 小 二 乘 解 . #5: EE ink, X np] H SE 
&С=А„АА, 具有 性 质 @ 和 @ 推 出 . 而且 ,G 具有 更 多 的 性 质 . 
定理 1 ж #с=АШАА; 具有 下 列 性 质 : 
(1) АСА=А; 
(2) GAG=G; 
(3) (Аб)` =АС; 


241 


(4) (GA)'=GA. 
证 H AA, .А 的 性 质 ,容易 知道 
АСА = АА; ААГА = AAF A = А; 
САС = А; АА, ДА; АА, 
= A, AA; АА; = А; AAF = С; 
АС = АА; АА; = АА. 
(4C) = (AA, )' = AA; = АС; 
GA = А, ААГА = А; А, 
(GA)' = (А; А)‘ = А.А = СА. 
同时 也 说 明了 Х= А, AA, b Е АХ = BW 8 RR. 
X RAEC” H GEC MR АТОИ: 
(1) AGA=A; 
(2) GAG=G; 
(3) (AG)' = AG; 
(4)(GA)' =СА. 
则 称 矩 阵 G 为 矩阵 A 的 Moore-Penrose J” УХ Й ЈАЛ. g 
йай А”. 
Ж.А, АА, 就 是 4 的 Moore-Penrose 广义 道 . 
定理 2 对 于 任意 Ac C, Н Moore-Penrose Г” Йй 4+ 存 
在 且 唯 一 . 
证 FEH. T.A AA 就 是 А 的 Moore-Penrose 广义 
Ж. 下 面 证 明 唯 一 性 . 设 G.G, 都 是 A 的 Moore-Penrose 广义 道 ， 
则 


G, = САС, = G1AG,AG, 
= (G,A)(G,A)G, = (СА) (G,A)`G, 
= Аб; A`G;G, = (AG,A)`G;G, 
= A:G;G, = (С.А) С, 
= G,AG, = G,AG,AG, 
= САС) CAG.) = С.С АСТА" 
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= СО; (4G4) = G,G; А' 
= б,(АС,)` = G;AG, 
= G,. 
推论 1 4+ 的 表达 式 为 
A= А„ААг. 
推论 2 不 相 容 方程 组 4AX=6 的 极 小 最 小 二 乘 解 为 
X =A"b. 

关于 Moore-Penrose J” X 8 4* ,必须 注意 到 :4+ 具有 性 质 
Ф.В 4+ 也 是 一 个 g 道 . 因此 ,X=476 是 相 容 方程 组 АХ =b 的 
一 个 特 解 ,X=475 十 (1 一 A™A)Y,YEC", 是 其 一 般 解 ,G==A* 十 
V (1 一 447) 十 (1 一 4+A)W,V,WEC”", 是 A 的 g 逆 的 一 般 表 
ER. 由 于 At E еж. MACRA g 逆 的 一 切 性 质 , 特 别 地 ， 
AH =A AFA RAEO MA A' 是 一 个 反射 g 
iW. ВСА)" = A. 由 A4* 具 有 性 质 中 和 人 @ 知 ,47 是 极 小 范 数 g й, 
X=A*b 是 相 容 方程 组 АХ =b 的 极 小 范 数 解 . 又 由 4+ 具有 性 质 
Q@ 和 @ 知 ,47 是 最 小 二 乘 g 逆 ,X= 二 416 是 不 相 容 方程 组 АХ =5 
的 最 小 二 乘 解 ,而 且 是 具有 极 小 范 数 的 最 小 二 乘 解 , 即 极 小 最 小 二 
ЖЕ. 

定理 3 rank A=rank А” =гапк А” А=гапК АА”. 

证 由 4=A4474, At = ААА? Я 

rank А =rank АА” A<rank А” A<rank А” 
=rank А* АА*<гапК АА «тапк A. 

Ж 上 面 我 们 虽然 证 明了 广义 逆 4 的 存在 性 与 唯一 性 ,并 
Н. тапк 4=rank4+, (4 六 一 4 似乎 4 与 4 的 性 质 完全 一 
致 .其 实 不 然 . ИШ. A= Ona ДА? = Orkn XE A.B РҮ] 
Ж.Ш (АВ = ВТА BRIF 4 此 性 质 不 成 立 , 即 使 (42)7 也 
RUFFA Y. 例如 , 设 
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不 难 验证 


`... TD 0) 
А-= — 
2,—1 ol 
PRASA, t 
f 0} 
(Ату А+ |! | 
2\—1 0 
但 


р о 
(А7) = | |= (42)+. 
一 1 0 


2. ТУВ 4 的 常用 性 质 


定理 4 设 AEC””, 则 

(1) (At)*=A; 

(2) (А*)`=(А`)С; 

(8) ФА)" = ТА, A€E CF0; 

(4) A’=A*AA*=A*AA'; 

(5) A=AA* (A')"=(A°)*A’A; 

(6) (А`А)` SAT (A) 

(7) At=(A*A)*A*=A:° (АА); 

(8) (UAV) =V" AU" KPU U =I VV =l; 

(9) А*АВ=А* АС==>АВ=АС; 

(10) m—rank (1,— AA*)=n—rank(1,— АТА) 
一 rank A=rank А*. 


з. ГУЖА BHADE 
下 面 介绍 4+ 的 各 种 算法 ,有 些 算法 在 前 面 虽 已 讲 过 ,但 为 了 


完整 起 见 , 仍 分 述 如 下 : 
(1) 如 果 4 为 满 秩 方 阵 , 则 A= A 
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(2) 如 果 A=diagldi sdz" ,di) ,dE€EC,i=1,2， 


эл. 
A*= арбат. sd} ), 
其 中 


0,34 d, = 0 ff, 
аг -| 
(20942019; 
(3) 如 果 4 为 行 满 秩 矩阵 , 则 
A-= Ак! = А` (AA')-!; 
(4) 如 果 4 为 列 满 秩 矩阵 , 则 
At= Аг! = (AAA; 


(5) 如 果 4 为 降 秩 的 mXn 和 矩 阵 , 可 用 满 秩 分 解 求 4+ ,即将 A 
满 秩 分 解 成 4 一 CD, 其 中 CEC" DECH 


rank C = rank D = = rank А < min(m,n), 
Сі = (СС) С", Dk! = D* (рр), 
则 
A*= РС. 
例 1 求 方程 组 
хі + 21, = 1, 
z; = 1, 


(22, + 4r: = 3 
的 极 小 最 小 二 乘 解 . 


解 由 方程 组 知 
É 2 0) ] 
А= |0 0 1, b= 
(a 4 oJ 3 
rank A = 2, rank(A 6) = 3, 


故此 方程 组 不 相 容 . RIE, CHR Я ХА. 
ЖЖЖ AT. 由 $5.1 节 例 3 的 解法 可 知 
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> 
l 
со 
©‹ 
о + wv 


со 
^ 


жж; 


因此 ,方程 组 的 极 小 最 小 二 RE 


е М оо 一 


X = АБ = 5 


to г 


l 


to 
©з 
© 


例 2 求 不 相 容 方程 组 
zi + 2r: + 3r, = 1, 
r, + z, = 0. 
20 十 2r = 1. 


2.r, + 4r: + бау = 3 
的 极 小 最 小 二 乘 解 . 


解 由 85.3 节 例 2 知 


-1 5 10 —2 
-= 1 Ж» уыс 

s=? 4-8 4 |, 
ТИШ. 952 


故 方程 组 的 极 小 最 小 二 乘 解 为 


E 5 10 A o| 1 
PA Е La 
Х=А b= =) 2 4 8 4 l| 16121: 
И 7 | | 3 
3 
жын axel = Лб, |х ауа. 


请 读者 思考 一 下 , 若 给 定 线性 方程 组 AX=4, 在 各 种 情况 下 ， 


Х=А”5 代表 什么 ? 这 时 你 对 Moore-Penrose 广义 逆 4 能 说 些 
什么 ? 
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习题 五 


1. 证 明 44 与 4 A353 R FHE, fp 
(A- А) = А- А, (AA Ù = АА. 
2. 设 AEC”*", 试 证 : 
(Aay Є АТ{1}. 
3. Ж АЄС"х", R| 
(1) А A=1,€=>rank А=л; 
(2) AA =1,<=>rank A=m. 
4. 证 明 : 
(1) rank (А A)=rank А; 
(2) rank (А; ) =гапк A. 
5. 验证 ， 
(1) A; =A' (АА); 
(2) Ar =(A: А) A". 
6. ЖЕҢ|ЗЕФ- 61 АС. 


1 0 2 
1010 
Ф А= о 21" 
1:20:22 
2101 
(2) А.= |1 0 1 1|. 
Ж, ад 


并 分 别 求 方程 4IX 一 六 和 А,Х=Ь, 的 通 解 ,其 中 : 
b = (1;0,1.1)75 Б, = (1,137. 
Т. ЖТЗ HONEK g š An: 
102 
21 И 


; 


аА 
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fi 0 3] 
@)A=|2 3 ol. 
111) 
并 分 别 求 方程 AX=b А.Х, 的 最 小 范 数 解 , 其 中 : 
b= (1. = 1)7, b = (3,0,1)7. 
8. 设 和 矩阵 GE4{1,3}, 则 XEC" 是 不 相 容 线 性 方程 组 АХ = 
4b 的 最 小 二 来 解 的 充 要 条 件 是 ,对 任意 bEC”",X 是 方程 组 


AX = AGL 
的 解 . 
9. ЖОР #|ЗЕ# d Ж g š Ar: 
(1 2] 
аз л,=|2 1 
{1 1) 
101 1) 
由 12 1 
(2) A= |, 
КАШ. ДЕ 2 
l4 4 2) 


2 
并 分 别 求 不 相 容 方程 4IX 一 各 和 AX=b 的 最 小 二 来 解 ,其 中 : 
b = (1.0.0)7, b: = (0,1,0,1)", 
10. MAMER T ЕИ ТЖ ТСЖ z š АЎ 


(0 0 1) 
о 2 

(1) А, = П 
1 o| 

111) 
112) 

0 2 2 

(2) A,= 
101 

u ou 


并 分 别 求 不 相 容 方程 AX=b 及 AX=b turk Tt. $ 
Ф. 


248 


b (1.2,1,2)7, Б, 一 (0,1,0,0)7. 

11. 证 明 : 线 性 方程 组 AS 二 7 有 解 的 充 要 条 件 是 AA+7 二 7 和 
rank A=rank (A 7). 

12. 设 4EC" ,PEC2 CEC"” 那么 和 拭 阵 方程 AXB=C, 
相 容 的 充 要 条 件 是 ,对 某 个 4- ,B- ,有 

AA- CBE- B=C 

成 立 , 且 方程 的 通 解 为 

X = A` CB- + (Z — A` AZBB-) (V Z € c’). 

13. Ж AER", rank A=r, U,V 是 正 交 阵 , 若 


4 0 


а= Ји", 
0 0 


其 中 公 为 r 阶 下 三 角 阵 ,证 明 ; 
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Шж— Ж ЖАШ 


引 理 在 秩 为 r тхл MER А RAER s 17.188] s> n ИЙ 
Ж В.Ш B 的 秩 不 小 于 7 十 s 一 m; 同 理 , 任 取 A 的 * 列 ,得 到 mXs 
ИЖ С.И C 的 秩 不 小 于 十 s 一 n. 

证 因 A4 中 必 有 r 个 行 是 线性 无 关 的 ,而 剩 下 的 mm 一 r 行 在 
s>>m 一 r 时 即使 全 部 包含 于 B 内 ,这 时 B 也 要 包含 上 述 ~ 行 中 的 
r 十 一 m 行 , 故 B PENA r+s—m 行 是 线性 无 关 的 , 即 rank B> 
7 十 s 一 m, 这 说 明 当 s2>m—r 时 结论 成 立 , 当 зт ғ 时 ,r 十 s 一 m 
0, 结 论 自然 成 立 . 

定理 1 设 A.B 为 同一 数 域 上 的 mXn 与 naXg 阶 矩 阵 , 则 

rank А 十 rank В — п < rank (AB) 
< min{rank 4,rank В}. (1.1) 

证 显然 ,方程 组 BX =0 的 解 向 量 X 也 满足 方程 组 (AB)X 

=0, 记 


U = (X|BX = 0},V = (X|(AB)X = 0), 
ОСУ, РЖ 
dim U = п — rank B < п — rank(AB) = dim V, 


Bp 
rank(AB) < rank B. 
又 由 于 
rank(AB) = rank(AB)7 = rank(BTAT) 
< rank 47 = rank А, 
因此 


rank (АВ) < тіп {тапк A,rank B}. 
设 rank А =, srank B=r,,rank(AB)=r. 注意 到 ,矩阵 4 可 
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通过 初等 行 变换 和 初等 列 变换 化 为 标准 形 , 即 存在 满 秩 矩阵 PE 
C"*",QEC"*", 使 得 


1, 0 
PAQ = | ' | єс“. 
0 0 


B 
ig Q''B= 网 Jih B € Cu, B€ Ce", B. 
z 
rank(PAQQ !B) = rank (PAB) = rank(AB) = r, 


ГЕ 


而 


比较 上 式 两 端 矩 阵 的 秩 知道 
rank B, = ғ; 
而 且 rank(Q 'B)=rank B=r,, HX B, X QB 的 前 7 行 , 故 由 
引 理 知 ， 
rank B, > r, + r, — n. 
由 上 面 结果 即 有 
rank( AB) > rank A + rank В — n. 
定理 2 设 AEC"*, 则 
rank A = rank АА* = rank A'A. (1.2) 
证 由 定理 1 可 知 ,rank (4 A)<rank 4, 现 在 只 需 证 明 
rank(A* A)>rank AR} TJ. 
考虑 线性 方程 组 4 АХ=0.1# X= (zzz,…zo)7 是 方程 组 
的 一 组 解 .将 A AX=0 两 边 左 乘 X“ ,得 


X'A'AX =o, 
即 
(AX)* АХ = 0, 
所 以 
АХ =0. 
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这 说 明 А“ АХ=0 的 解 都 是 AX=0 的 解 , 即 
{Х|А“АХ = 0) C (X|AX = 0). 


即 


于 是 
п — тапк(А’А) < п — rank A, 
тапК(А* A) = rank A, 
并 且 有 


rank AA: = rank (A) А* = rank A* = rank A. 
推论 1 若 4ER", 则 
rank À = rank АТА = rank ААТ, 


1 i 
жшн 4, 上 式 不 一 定 成 立 .例如 , 设 4=| i) 
则 rank A=1. 由 于 
ма = (1 | ш | _[0 让 
1 1: \0 
故 rank(474)=0， 
推论 2 i AEC™ ӨК"), 
(1) rank A=n4=det (А А) 30088 де (АТА) 50), (1.3) 
(2) rank A=m<=>det АА" )220(8É де (ААТ)50). (1.4) 
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附录 二 “分 块 矩阵 的 道 


设 4 为 n 阶 方 阵 ,将 4 写 为 分 块 矩阵 
{An Ar 
т la. ч 

其 中 ‚Аһ ,hz 分 别 为 т 阶 和 л, 阶 方 阵 ,Als 和 Aa DAA m Xn 和 
nXm MERE, H n а, =n. 

为 了 求 det 4 ,我 们 先 讨论 如 何 将 4 表示 成 两 个 三 角形 矩阵 
的 乘积 

设 A, ул, 阶 非 异 矩阵 ,这 时 可 以 对 А 进行 初等 行 变换 ,将 
4a 化 为 零 矩 阵 , 即 对 A 左 乘 满 秩 阵 


1 0 
|а |: 
于 是 有 
1, 0) (An ^n) An А, 
w L, (a Aal | 0 о 
(2.1) 

因此 

Аң Ax L, 0) fAn А 

的 ЧЕ А.А L, Ё Ри, 


(2.2) 
即 4 表示 成 两 个 分 块 三 角形 矩阵 的 乘积 . 
(2. 2) 式 右边 第 二 个 矩阵 还 可 以 再 分 解 成 分 块 对 角 和 矩阵 和 三 
角形 矩阵 之 积 . det А30 时 ,可 对 (2. 2) 式 右 端 第 二 个 矩阵 进 
行 初等 列 变换 以 消去 A MARERE 
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Ё —An A 


0 J: 
于 是 可 得 
P Pa 
Ал Ан 
L. ОА, ° I, 44 
= у d (2. 3) 
АА I, 0 А. 一 An An An 0 L, 


在 (2. 3) 式 两 边 取 行 列 式 , 当 detA #0 时 ,有 
detA Z 0< 一 det(4 — An AR'An) Æ 0. 
类 似 地 , 当 det4: 天 0 时 ,有 
м а 
Ал А» 


[h КШ —'ArAn'An 0 
о 2, ) 0 An 


I, 0 
Ар! Ал | 
(2.4) 
因此 , 当 detAn #0 时 ,有 
`- detA Z 0‹=>де!(А„ — А.А А) Æ 0. 
定理 1 Kn ИШ ЖАШ Es rik y | p, 
хе 2] 
An А, 
则 当 detA 20 时 ， 
detA = detA, • det (А. — An Ап! А); (2. 5) 
34 detA #0 时 ， 
detA = detA,, • det (An — А.А А). (2.6) 
推论 1 设 A 为 mXn 阶 矩阵 ,B H nXm ЕРЕ. IJ 
det (In + AB) = det (1, + BA). 
证 由 定理 1, 考虑 : 
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1, В 
der А 1 ] aeta. + АВ) = ача, + ва) 


推论 2 # AnAn=AnAn W 


det А М = det (АА. — АА); (2.7) 
An Аһ 
ж АаА= А.А. 
det ан J = де (АА, 一 А„А„). (2.8) 
An Ax 


证 Ж АһА„=АлА„Ҥ# їй F .3 det4u 天 0, 由 (2.5) 式 有 


det pa | = det (A, Az 一 А„А„Ацп!А,;) 
An Ax 
= det(A А» 一 Ann An An) 
= det(A nAz 一 AnA). 
Ж det4u=0, 考 虑 Antal. 因为 必 有 常数 人 , 当 >k Bh 8 
A detC'A +z 0, B 
(An + х1)А„ = A, (A, + zD), 


于 是 
d An + х1 Аа) a P 
“| An | = det (An An + TAn — АА), 
由 于 这 是 关于 z 的 恒等式 , 故 当 х=0 时 仍 成 立 , 即 有 


det Pa An 
Ан Аһ 

同 理 可 得 (2. 8) Җ. 

下 面 讨论 4 分 块 后 逆 矩 阵 的 求法 . 我 们 知道 ,4 分 块 后 ,可 分 
解 成 (2. 3) 式 或 (2.4) 式 所 示 的 三 个 矩阵 的 乘积 . 因此 ,为 了 求 
A ,可 求 出 三 个 矩阵 各 自 的 逆 矩 阵 . 由 (2. 3) 式 可 得 

An An) 
| 人 


|- det (An Az 一 AnA). 
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L. ЗАПА | ГА! 0 L 0 
-| 1, |, (nAn AnA) ] | An An! | 
(2.9) 
H (2. 4) 式 可 得 
An Ar) 
ү Аз) 
1 ОАА. АА) 0 ][1, Ад 
7 -Az'An I, | 0 0 1, 
(2.10) 
定理 2 设 


ODE 41 为 非 奇 异 和 矩阵 , 则 4 是 非 奇异 矩阵 的 充 要 条 件 是 
(А An An An) AIER E RECH (2. 5) 式 可 证 ). 
(2) 若 Ans (An АА! Аш), УЕН, M A FE, 
且 由 (2.9) 式 有 
“ An ФАТА (А ААА) АА! от 
-| (А, tAn An A) АА! (А, ФА АА), 
(3) 若 А. ВАРНЕ. И) 4 为 非 奇异 矩阵 的 充分 必要 条 件 
ЖА. Aa An An ЕЯ Е. (由 (2.6) 可 证 ). 
(4) 若 Аһ, An ArAn Aa BAFRA ERE И) A FE, B. 
由 (2. 10) 式 有 
Е, (ААА Аа)" - (41 АА5 А) АА! 1 
É Бүк кылыс ды] 
OË Ап, Ant Ж АЕР Я РЕ. ЖШ А — Ал An Ais 和 
4 一 4iz4z4xa 中 有 一 个 为 非 奇异 矩阵 时 , 则 另 一 个 及 A 也 是 非 
奇异 矩阵 . 
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推论 若 42=0, 则 
DAM 4z 均 为 非 奇异 性 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 为 非 奇异 
的 pa ' 29 —An'AuAz 
(2) = i . 
0 Аш 0 Аш! 


习题 答案 与 提示 


习题 一 


1. (1)2 (2) 非 ，(3) 是; (4) 是 ; (5) 非 ; (6) 是，ci 一 
1 ати 


° 


2. (1) 对 4 一 1,2，…731 一 AR 十 1 n. A Fu= (а), Ж 
中 au 一 au 一 1 其余 的 ai 一 0, 则 {Pu} 为 对 称 矩阵 空间 的 一 组 基 , 维 
kainat. 
对 k=1,2, sn l;l=k+1,k +2, sn, 4 Сы (а) Ф 
P an=—au=1, $ é а,=0, N] (Gu) A K wik 48 E 2 |] 46 — ta 
EBRA Ели —1). 
яф #=1,2,+е n =Ё,Ё-Е1, п, АНы (а) х Ф an= 
1, Ф а= 0, A {Hu} ALE f ñ 36 Z i ah t 3 , th Ж 
natn. 
(2)R* 中 任意 非 震 元 素 都 可 作 R* 的 基 ,dim К* =1. 
(301, А,А* 为 线性 空间 的 一 组 基 , 维 数 是 3. 
3. (1) 是 ; (2) 是 ; (DWOR. 
4. (1) 当 n=2k 时 , 基 为 
e, = (1,0,0,---,0)7, 
e, = (0,0,1,0, ,0)7, 
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е, = (0,0,--,0,1,0)7, 
HRA k: 
5 n=2k+1 时 , 基 为 
el 一 (1.0,0,…,0)7， 
ez = (0,0,1,0,---,0)7, 


еы = (0,0,+,0,1)7, 
维 数 为 十 1. 
(2) 基 为 (1,0,1,0,1,0,…)7 和 (0,1,0,1,0,1,…)7, 维 数 
为 2. 


3 
13 
1001 5 
1 1 0-1 13 
5. П) g 88 C= + E= (€, s€: 6.6.) ; 
| 111 |2 
0010 13 
23. 
13 
а йе a L: 
4 4 2 4 
Ee „з ski. 53: 
4 4 2 4 
(2)it R gC = , 
„її. ЭЖ з. Бр 
4 4 4 
1 1 1 
т.ж 004 
_ 1 
2 
E= Msh) 4 
3 
2 
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6.ё=(с.с.с,—с)Т.с 为 任意 非 雷 常数 . 
7. 维 数 是 5, 一 组 基 为 


зто - + oo 100 
o 0 ol, АЖО ЖЖ 
ооз н 0-0 1 
二 | " 
2009 поо 
о ов" |° 00 
1 00) 0! 

8. 提示 :证 明 K S= (0). 

9. 提示 ;同上 . 


10. 提示 :同上 . 
12. (1) dim Span {a ,a;,Bi,B,}=3, 
dim Span{a ,a;}=2, 
dim $рап{Д,,,}=2, 
故 交 的 维 数 为 2 十 2 一 3 一 1, 交 的 一 个 基 为 (一 5,2,3,4)7; 和 的 维 
数 为 3,{al,az Di } 为 一 组 基 ; 
(2) dim Span{a sa: sa; s ĝi ,8:)} 一 4， 
:)=3, 
dim Ѕрап!8,.8,) £2, 
故 交 的 维 数 为 1,， 基 为 D te 0559 4, laaah 3 — a k. 
13. 提示 :证 明 如 此 定义 的 内 积 满足 欧 氏 空间 定义 的 三 个 
条 件 ， 
14. A V— (a,b.c)€ R: PT. 
15. £ X— (a.b) € R° 8р 9]. 


dim Ѕрап {а ,а.а 


у каМ, 
V26 V26 V26 

че. ы 2 A 

17. = ESU 5 єз, 


ТО _2у/10 ,2 10 _ 10, 
A #7 ту 97 10 6 0 6° 
Mazi 
m=le++etle- Te 


18. (a,B)=8+5i, llel = V7, | 81 = 14, ple, 8) = 
v5. 


12 2 
19.0) n= де? yi" vi 16! 


ТТР Е ра аас =y 
WTB 15° vis" vis 
二 | ea y 
07237 0937 VR /93] ` 
-| 1 5 1 10 ' 
k 127 /127 V127 Vi27! 
а= /157; 

(3) m =1. 
ъ=? /3<z— /3, 


ъ=6 /5х—6 /5z+ / 5, 
Гр у лайы 
/00=7т+5 ЛТ 
20. у+# $ A 8,=(—2.2.1,0)7,8,=(—1,—1,0,1)7,у+= 


Span (8, s2}. 
21. (1) a 一 0, 是 1a 天 0, 非 ; (2) 非 ; (3) 非 ; (4) 是 ; (5) 是 ; 


(6) 是 ; (7) 是 . 
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2—1 0 
22.01) А= 10 1 1; 


1 0 oj 
«В 1 0 0 O 
-Ba 0 1 о 0 
0 0 0 
(2) D= © К ; 
о 0 — a 0 1 
0 0 0 о a B 
0 0 0 0 -a 
一 1 一 2 
(3) 6=|2 2 о |; 
3 0 2 
-5 20 _20 
Т, Т 7 
ЙК ы м Уд, „д: 
(4) 7 7 7 
27 18 24 
7 7 7 
а b 0 0 а 0 с 0 
сао о 0 a 0 с 
23. 4 
3. 左 来 时 为 | 。 a b PEATA L 0 2 0 
ос d 0 ó 0 
2 — 3 2 
2 _4 10 10 
3 KE 
24. (1) ; 
10 _16 40 40 
3 зз З 
0 1 —7 —8 


(2) T!1(0)=Span(a,,a,), Ф aa 一 一 26 一 这 ea 二 eva 一 
—є,—2є,-+є,, ТУ =Span (Te; Tez}, $ P Te = є — € +6; + 26, 
Тє = 2e: }+2&;— 261; 
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(3) 将 了 -1(0) 的 基 扩 充 为 V 的 一 组 基 eyez,aivaz。 在 此 基 
Т.Г 8 9 


5 2 00 
9 

asiz 200, 
1 2 00 
2 —2 00 


(4) TV 的 基 扩充 为 V 的 基 Tel,Tes,es,e4, 了 在 这 组 基 下 的 
ЗЕ 2) 


2 1 


2 


5 
9 
| 

0 


© vw w 


0 0 
ооо о 

25. Ет: ШТ ERRET HERA A= (а), Ж Z 为 从 旧 
ЖЕЖ ОНЛ. h T T Atk TF 65 36 F da F), АЖА 
=Z 47, 即 4Z=Z4, 由 4 与 一 切 满 秩 矩阵 可 交换 即 可 定 出 A 
AKEHE. 

26. 提示 :(1) 必 要 性 . 若 AV = ВУ, Үү aC V йі Ba€ BV = 
4V, 故 存在 BEY ,使 Ba= AB. ABa= А8= АВ = Ba, tH a 的 任意 
性 有 AB= B. 同 理 可 证 BASA. 

充分 性 .车 АВ= В.ВА= А, ү 4aE AVCV. Аа= BAa = 
B(Aa)EBV, 故 AVCBV; 同 理 可 证 ВУС АУ. 

(2) №. Ж А 100) = ВТ! (0), ЖУ BEV, EA 8 一 48, 因 
ЉАС АВ) = АВ А8= АВ – АВ = 0, 8 AREA (0) = 
В-'(0), A] В(0— АВ) =0.#& BB 二 BAB, 由 8B 的 任意 性 有 B= 
BA; 同 理 ,通过 作 8— ВВ 可 得 A= AB. 

充分 性 . 若 A 二 4B,B 二 BA, 对 Y a€ A` (0), H Ва=ВАа= 
B(Aa)=B(0)=0,# A-1(0)CB-1(0); 同 理 ,由 VY ВЄВ-' (0) 7 
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得 BOTA O0). 

27. (1) А=А%=1,а,=(1.0,1)7,=(0,1,0)7,А=—1,а= 
а.0,—1)7; 

(2) А=0,а=(3,—1.2)7,%»= ИТ, а = (6+ /l4i,—2 
H3 V14i, — 10)", А УЗИ, о = (6 /141,—2—3 Viti, 
— 10)"; 

(3) А == 1,4 = (3, —6.20)",А 2,а,= (0,0,1); 

(4) А=Аа == 2а = (1.1.0.0), а= (1.0.1.0), а= (1, 
0,0,1)7,А=—2,о,=(1,—1,—1,—1)7. 

28. (1),(2),(4) 5 3: ЗЕЕ ТБМ. 


пот) 
ajoi o|; 
1 0 —1) 


(3 6 十 Vi4i 6 一 Vi4i | 


(2) |] 一 2+3 Vi4i 一 2 一 3 Vi4il; 
2 一 10 一 10 


| Ж ЖЕ: | ] 
100 =1 

(4) à 
0: 51:40:51 
WW Oe El 

29. 提示 : 设 儿 在 给 定 基 下 的 矩阵 为 4, 则 由 [А = detA 

+ i=l 
可 得 . 


30. 提示 :用 反 证 法 . 

31. 提示 :A 的 特征 值 为 入 , 则 А: 的 特征 值 为 尼 , 由 忆 二 1 有 
А= +1. 车 所 及 二 1, 则 AHI AIHER, aAA- Р) 
=4-l=0 f A=]. 

32. 设 À An MFE, ВЖ r LAIA h ASA % Ай) 
列 向 量 都 是 А 的 对 应 于 特征 值 为 1 的 特征 向 量 , 由 于 КСА) =r, 
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故 特征 值 工 的 几何 重 数 为 ,其 代数 重 数 至 少 为 .又 AX=0 的 基 
础 解 条 中 的 向 量 个 数 为 n 一 r, 即 A 的 特征 值 0 的 几何 重 数 为 
一 ,其 代数 重 数 不 小 于 一 7. 由 于 一 个 阶 乱 阵 的 特征 值 的 代 
数 重 数 之 和 恰 为 n, 故 特征 值 1 和 0 的 代数 重 数 分 别 为 + пг. 
可 见 A 除了 1 和 0 外 无 其 它 特 征 值 ,而 1 和 0 的 几何 重 数 之 和 为 
п. А ARIEL, ff УА A—diag(1,,0). 

33. 提示 :由 Az 二 A 有 A(kz) 二 kXz,A*z 二 Xz, 从 而 有 (A)z 


34. RT: ARA =r IARE P 5 Q, 8 PAQ= 
diag(1 ,0) , 故 PABP~'=PAQQ BP ' = іар (1,,0)С, Ф C= 
QBP = (с). B Q BAQ=Q BP. PAQ=Cdiag (1,,0), 可 
验证 4де: (АТ— diag (I,,0)C) =det (àI Саар, ,0)). 

35. 提示 : 设 4 的 任 一 特征 值 为 4,A 的 对 应 于 4 的 特征 子 空 
间 记 为 Vi. У, ФА Ф 2, АВ2 = ВА = ВАГ = АВ2, В2 
€ V.. 因此 V; AREER ТО) ВЕ AREF Z i, р Т0) = 
BZ ж V, 中 的 线性 变换 . 此 线性 变换 的 特征 向 量 即 为 BB 的 特征 向 
量 , 但 它 又 属于 Vi 由 多 的 定义 知 它 又 是 A 的 特征 向 量 , 即 A.B 
有 公共 的 特征 向 量 . 


习 题 二 

10 о | 
Lojoa o |; 
0 0 AQ+I)j 

1 0 0 0 | 

0 да—1) 0 0 | 

Dlo o р 0 |: 

0 0 0 ža) 
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1 0 0 
(3) |0 4—1 0 ; 
0 0 А-А-А 
1 0 O 0 0 
ото 0 0 
wo 0 1 0 0 
0 0 0 4—1) 0 
0 0 0 0 X02—1) 


2. (1) di=d,=1,d;= (4—2)’; 


(2) # 850 ,а,=а,=а,=1\.а,=((А+2)*+ О]; 3 8 
0 H ,di=d:=1,d;= (А+а)*,4,= (A +e); 

(3) аз=4,=4,=1.4,=3+23%-+35%#+4А+5; 

(4) 4,=4,=4;=1.4,=(4+2)*. 

3. (1) А+1,@++1)°; 

(2) А+1.4—1,4—1. 

—$ 0 0 

1 1; 
0 1 


4. (1) | 0 
0 
1 0 
(2) 1 
0 
(3) 


(4) 


(5) 


@ e eo OoOo Oo о — ° ° = 
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1 100 
эл 
0011 
0 оо 1 
ieda 5 0 -5 
5 P=|0 1 —2|, Рч=+|о 1 2j, 
02 1 0-2 1 
1 0 
A=|0 5 oj, A=PAP-', 
оо 


1 4х5. 3%ж5*—1 
АФ%=РЛ%(Р^!)%= 0 一 3X54 4х5* 
0 4х5 3x5‘ 


1 0 1 11 0 
6. Р-'АР=Ј= |0 1 1|, Р=|1 2 01, 
0 0 1 0-1 f 
《 注 :了 并 不 叭 一.) 
— 48 一 26] 
7. 0 95 —61 
0 —61 34 
8. 提示 :利用 4 的 特征 方程 及 Cayley-Hamilton 定理 
2 1 
3 3 
9. . 
— 1 
з 3 


10. 提示 : fQ)= (А+ 1) (А-1) (4—2), А А" = РСА) 9 (А) 
+аА БА с. АЖС К А=1, 1,2): 
a+b+c=1, 
a—b+c=1, 
4a + 2b + c = 2", 
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Mh a.b.c. B +] Сауіеу-Натітоп 定理 得 


А" = 1109 DA — (2 — 00). 


11. (1) m(à)= (à— 2)’; 

(2) т(А) = (4—2) (42 —54+11); 
(3) т(4)=А—1; 

(4) тА) = А —пА; 

(5) т(А) = (4—а,) Һа? +a} +a}. 


习 а 三 
о1о 
3. limAG)= |1 1 0j; 
1 0 O 
cost —sint 1 
d tcost—sint A 
= ЧҮНҮ ТУ е 2 |; 
0 о зё 
一 Sint 一 cost 0 


£ 
ао (2—2) іп — 2tcost x e 2|; 
0 0 6t 
а LA) | =е' Зеёѕіпе 4-0 (sint +cost)—t—1] 


+t(2cost—¿sint) —t(sin2#+cos2t); 


Чао |= З.?е'созї 4+ 3sint (tcost—sint). 
izin 1 
2 (е 1) 1 3 
4. Гас = 1 = ет! e—1 0l; 
° 


3 
> 0 0 
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2? 


e zet ті 
d fr 
ЕЛЫ! 
zt 0 0 
13. 提示 :由 于 AASIN] | AA || =1.& 
1= [А-А < ТАТА. 
14. 提示 :Y z€ C', Я] 
Па — А)х | 2 151 — [Ах] 
>®Ъ(а1—[А|[)|х| 


>o, 


Elä z=0 时 才 有 (1 一 A)r=0, 从 而 推出 1 一 4A і. 


(I ~ A)Q — А) =1, 


可 得 


О – А) =1+АЙ – А), 


由 此 即 可 证 明 (1) 和 (2). 
16. (1) cos4=7 十 (cos1 一 1)4， 


sin4 一 (sin1)4， 


е =I+(e—1)A; 


(2) созА==(соз1)], sin4= (sin1)7， е*=е1; 
(3) cosA=1, sinA=A, e“=I. 
e 0 0 

18. (1)e*=|0 е oj, 
0 ге e 
sin2t 0 0 
sin4t 一 | 0 sint 0 f; 
0 tcost sint 
e < | 
Parau А 
(2) e*= t 1 t ， 
$ a та 


tyy- Dep -ate Ta 8 y en. 
ун 7t ү ы. tt 


(B= | -ge кыры Тавата, 
4 1 2 2 1 
ж'а ¿ te 一] 和- "кү 7 с” ЕЗ 6 кн 

= 5sint+ бп 21092 5+ вай- вар. оне | 
ah- ббш- singh и Sint-1Gsin2t+gsing — sn- 人 ng 二 3in3t |. 
Ssint+ 2451000 18sin3! 一 5siuy 十 32sin2t 一 27sin3! 一 inf 十 和 in 和 一 gsin3k 


19. (1) дн Algo, 


3e 一 1 е = 9-1 
(2) es=| Зе е+3 一 3e 一 3|; 


3е—1 е+1 == 3е 


я 3 _УЎ 
A 16 6 6 
(3) arcsin т = Н Í 
2⁄3 m. 3 
3 6 3 
5 —8 /5 
(4) +A) =L Ate 
21[—8 17 1 


23. (1) shA= > k TAN АЄС"; 


n=0 


D ша+лз=4 X СА, | А] «1 


(3) arctgA = > 6&1» RA [А <1. 
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3 题 四 


1.0) |] и ы" 
ЕЯ Феу —2е7* 2е“+е ')\с; 


EA 2—e+te teë —24+2e'+#e'] [1 
(2) |х,| = —1+e е' 1+e с, |. 
23 —1—е'-ые' te —1+2е' іе) (сз 
2е”-Ее”' 
2 о | ушу | 
ka PE: 
ler Ky = 
2° + 2° 
|121, 
(2) х= ze 4° °. 
由 
2e e 


геа е C2 es— Les- zre 
3. (1) z= 1 ; 
ÑT[GQa-+2 le е, et De ]H 2e 


et 


(2) х= |5е7'— 16е7*+11е7* 


- -i 22。 -了 
6e“ 一 12e +° =g 
4 уш=—%е-'+-ие ре" le 
2 4 
5. 提示 
e 0 
=P, rof Je Pa)-:z(0)， 
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(Р, Pi)-'z(0) = |а. 


с; 
则 
х(0) = аР, + P: 


[= Tess + le~ 
| 


х = сүе'“Р, + c,e*#P,, 
Ё 
Жү. Ea с. 
| 2° 2° 
6. 提示 :对 恒等式 OAO D= K £. 
7. (1) 提示 : 


ADAU) = AG)AG.). 


е е'—] 
Фа.) = | |, 
0 


е 
[1 2е' — 1 
т@) = Фа,о)| |= | АЁ |, 
\1/ | e 
(2) 提示 : 
АС)А(2;) = AG,)AGt), 
bot = 0—1) 
tto (1 + t)(1 十 to)tto 
Фан») = 0 ` 1 1—1, $ 
AHHA +2) 
0 0 1 
xlt) = @(t.t,)zo; 
(3) 提示 : 
Зе lp ls 
1+8 + + +90 + 
Ф(2,0) = з i 
к F Айс s= E ++ 
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3 1 
1 2 
1 + ot 2 


аа le il 
1+2 2*^ tt g+ 


t + —t 人 


20) = 


е—1 
воо [ 
0 


t 一 加 (一 1o) P-B 1—1 


IT тауа a te Cn, 
(2) r(t)= 
t—to 
таат“) 
习题 五 


3. (1) 必要 性 显然 . 充分 性 .由 第 1 题 4 A 3 34. R 
rank(4- А) < rank(A) = rank(44- А) < гапк(А А), 
# тапк СА” А) =n. (АТА) A Ф. AAVA A 两 边 同 来 

(А A) É f$. 
(2) 类 似 (1) 可 得 . 


1 
5 0 0 0 
6.(1)Ai=|0 1 0 0|， 
2 
5 0 0 0 
A,X=B, 的 通 解 为 
1 4 2 
5 + 5© 5° 
Х= ; 
2 2 19] 
Us 59 1 54) 
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AX =b 的 最 小 范 数 解 为 
1 


— 1: 12: ‚ 
X=+|-15|; 
2 
8 19 9] 
-al j 
0) 4:=154|-10 34 8j, 
44 —11 nj 
AX =b, 的 最 小 范 数 解 为 
3 
= А, 
Х= 11-2 
13 
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8. it X,=Gb, R| X=Gb 为 4X 一 最 小 二 乘 解 . 
充分 性 . 若 AX = AGb, W| 


[АХ = 61 = | AGb—= b| = lAX,— 01. 
故 X 为 最 小 二 乘 解 . 
必要 性 . 若 X 为 最 小 二 乘 解 , 即 | АХ —Ь | = AX。o 一 61， 
则 
MAX — b|: = [АХ — АХ, + AX, — 61° 


= [АХ — AX, l? + AX, — b |l: 
+ (AX — АХ„)* (AX, — b) 
+ (AX, — b)` (АХ — АХ,), 
© [|[АХ—ь|| = | AXo- | Z 
(АХ ~ АХ„)` (AX, — b) = (AX — AGb)` (AGb — b) 
= (X: — b' G° )A* (AGb — b) 
= (X: —b*G')[(AGA)' — A° Jb 
一 0， 
(АХ, — В): (AX — АХ,) = [САХ — АХ,) (AX, — b)]` 
一 0， 


得 上 АХ-АХ, || °=0, 8p 
AX = AX, = AGb. 


Е Я 
А аре ру" 
不 相 容 方程 A X=b 的 最 小 二 来 解 为 


一 4 
х=], 

б ҮЗ! 0 2 
1|-5 3 —10 6 
ke 022 
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不 相 容 方程 А,Х=Ь, 的 最 小 二 乘 解 为 


[21 
| 9 | 
х= | | 
э|3 | 
=g) 
[1 
T 9: 66 25 |? 
10.0 at=} -2 6 5l Х=|1|; 
22 + 
4 8 —2 2 
u 
6-0 n n] —$ 
"Ds: 1 
(2) А 20 14 -7 i х=з|т 
6 4 4 4 一 2 


11. 提示 :充分 性 . 若 44-7=7 及 rank A=rank(A 7), 则 
后 一 条 件 表明 Аё=т a. А £= Ау 为 方程 组 的 解 . 

必要 性 . 设 方程 组 有 解 g Bp Аё = 7. E Ж rank А = 
rank(A ),В. АА*з= АА* A&,= Аё, =]. 

12. 提示 ;必要 性 . 

AXB = С=>АА- CB B = АА (AXB)B` B 
= AXB = C. 

充分 性 . 设 对 某 个 4- 和 避 A AACR B=C.R|J A CB” £. 
BRAM, LIHET ZEC™,X=A CB (2 А AZBB )A 
M. Y 为 任 一 解 , 今 Y=Z RA Y=A CB ` +Y—A (AYD)B , 
即 任 一 解 Y 也 满足 A CB +(7—А AZBB ) 的 形式 . 


{A 0 А 
13. 提示 ;验证 A*=V| n oJ UAR Moore-Penrose 广 
Хай ЛЖ T. 
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